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摘要: 推导了含量阶为 O( E1/ 2) 的瞬变非均匀流的Boussinesq水波方程,讨论了该量

阶水流对流场速度和压力分布的影响,采用了 Crank- Nicolson格式的预估- 校正有

限差分法对该方程进行了数值求解.把数值结果与无水流情况的实验结果进行了对

比,验证了该方程和数值计算方法的有效性,与经典的 Boussinesq方程和含量阶为

O(1) 的瞬变非均匀流的 Boussinesq水波方程的计算结果进行了比较,考察了该方程

的适用范围.
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1  引言

在近岸水域波流通常是共存的,水流包括潮流、洋流、河口处径流以及与波浪破碎有关的

沿岸流、裂流及其所形成的近岸环流.这些水流与波浪之间存在着相互作用, 如多普勒效应导

致顺流时波长变大、波高减小, 而逆流时导致波长变小、波高增大, 甚至出现波浪破碎[ 1, 2] ;水

流也会改变波浪传播方向,引起波浪折射,使波浪出现辐聚或辐散[ 3] .当水流存在时选择波浪

数学模型也要考虑水流的影响, 如经典 Boussinesq 方程忽略了 O ( EL
2
)阶以及更高阶非线性

项,只适合于 En 1的弱非线性情况,可以考虑的流体速度量级为E gh .因此, 当水流速度小

于或等于E gh时, 经典 Boussinesq 方程可应用于波流共存的情况, 反之, 当水流速度大于

E gh时该方程则不适用, 需要重新推导可以考虑水流存在的 Boussinesq方程. Yoon和 Liu[ 4]

假定水流速度量级大于波浪水质点速度而小于群速,建立了考虑水流存在的 Boussinesq方程,

并用所建立的方程计算了海岸裂流、涡旋水流和水槽及水池中水流对波浪的作用. Chen等[ 5]

应用 Nwogu型方程时考虑了水流与波浪的相互作用,他们假定水流速度量级大于波浪水质点



速度,且最大可达群速.当水流速度接近群速时,方程色散性的精度变得更为重要,因此他们人

为地在方程中加入 3阶色散项的办法来改进方程色散性的精度. 邹志利[ 6]在水流量阶为 1(水

流速度量级为 gh )的假定下,应用摄动展开法建立了含强水流的 Boussinesq方程.

本文考虑中等大小水流与波浪相互作用的问题.假定水流速度量级为E1/ 2
gh ,在此条件

下推导了 Boussinesq方程,并应用摄动展开法给出了波流相互作用条件下速度和压力的分布.

采用摄动展开法的优点是在摄动展开的各阶问题中可以分别了解波流的相互作用, 显示瞬变

非均匀流与波浪相互作用的机理. 给出了数值求解该方程的有限差分格式,并对平底情况进行

了数值计算,给出了波浪与水流共存时水平速度沿水深分布的计算结果.

2  方程的推导

假定水流速度量阶为 O ( E1/ 2
) , E= H / h, H 为波高, h 为特征水深,则对小参数 E1/ 2可作

如下摄动展开:

f = f 0+ E1/ 2
f 1/ 2+ Ef 1+ E3/ 2

f 3/ 2+ E2f 2+ E5/ 2
f 5/ 2+ , (1)

式中, f 可为无因次水平速度( u )、垂向速度( w )、波面升高( G)和压力( p ) ; f 0 对应静水情况,

除静压力 p 0= - z 外, 其余为 0.将上式代入无因次欧拉垂向动量方程中
[ 1]

, 取其 L
0
阶( L=

h / L , L 为特征波长)近似则 9p / 9z = 1,对该式关于 z 从G到 z 积分得

  p ( x , y , z , t )= G- z + O ( L
2
)

= E1/ 2G1/ 2+ EG1+ E3/ 2
f 3/ 2+ E2f 2+ E5/ 2

f 5/ 2- z + O ( L2, E3) , (2)

将式中 p 按式(1)展开可得

p 0= - z , p v | z= G
1/ 2
= Gv   v =

1
2

, 1,
3
2

, 2,
5
2

1 (3)

将式(1)代入无因次旋度方程[ 1]

9 u
9z

= L2¨w+ O( L6) (4)

可得

E1/ 2
9 u1/ 2

9 z
+ E

9 u1

9 z
+ E3/ 2

9 u 3/ 2

9 z
+ E2

9 u2

9 z
+ E5/ 2

9 u 5/ 2

9 z
+ ,    

= L
2
[ E

1/ 2
ẅ 1/ 2+ E¨w 1+ E

3/ 2
ẅ 3/ 2+ E

2¨w 2+ ,] . (5)

由上式可分解出 9uv / 9z ( v = 1/ 2, 1, 3/ 2,)的表达式, 但在此之前需先明确水流垂向速度梯

度 ẅ 1/ 2的量阶.因为 u1/ 2和 w 1/ 2分别为水流的水平和垂向速度,类似于文献[ 1] , 可证在假

定水底坡度大小为

¨h= O( R)   (6)

时有

ẅ 1/ 2= O( R2) , (7)

式中, R为表征水底坡度大小的小参数, R n 1.本文的水流速度量级为 E1/ 2 gh ,相应地可以提

高 R的量阶,与文献[ 1]中取 R= L2 不同(该文对应水流速度大小为 gh ) ,这里取其为 R= L.

因 L= O( E
1/ 2

) , 式(5)可分解为

9uv

9z
= 0   v =

1
2

, 1,
3
2

, (8a)

1273 期  邹志利等: 适合中等水流的 Boussinesq 方程



9u 2

9z =
L
2

E¨w 1,      (8b)

9u5/ 2

9z
=

L2

E
( ẅ 3/ 2+

1
E

ẅ 1/ 2) , (8c)

9u 3

9z
=

L2

E
( ¨w 2+

1
E
¨w 3/ 2) ,   (8d)

式中,水流垂向速度 w 1/ 2和 w 3/ 2分别出现在 9 u5/ 2/ 9z 和 9 u3/ 9 z 的表达式中,表明水流的存

在并不影响波浪的 1阶和 2阶速度( u 1, u3/ 2和 u2)沿垂向的分布规律, 但对 3 阶以上速度

( u5/ 2和 u 3)沿垂向分布规律将产生影响.这一结果是由于假定了 R= L. 对应这一假定水底坡

度的量阶为

ḧ= 9
9x ,

9
9y

h= R 9
9( Rx)

, 9
9( Ry)

h= O(R) = O( L) , ( 9)

该水底坡度要比文献[ 1]中水底坡度(量级为 O(L2) )的量阶大.

由式( 8a)得水流水平速度 u1/ 2,波浪 1阶水平速度 u1 以及波流相互作用产生的水平速度

u3/ 2与 z 无关, 沿水深分布是均匀的,即

uv = uv ( x , y , t )   v = 1
2,

, 1,
3
2

, (10)

从而

w v= - (̈ huv )- z #̈uv   v =
1
2

, 1,
3
2

. (11)

把上式代入式( 8b)和( 8c)并关于 z 从E1/ 2 G1/ 2到 z 积分得

u 2= u
*
2 -

L2

E
( z - E1/ 2G1/ 2) [̈ #̈( hu1) ] -

1
2
L2

E
( z

2- EG21/ 2) (̈ #̈u 1) , (12)

u5/ 2= u
*
5/ 2-

L2

E
( z - E1/ 2G1/ 2) ¨ #̈ h u3/ 2+

1
E
u 1/ 2 -     

1
2
L2

E
( z

2- EG21/ 2) ¨ #̈ u 3/ 2+
1
E

u1/ 2 ,       (13)

式中, u
*
2 = u 2| z = G

1/ 2
, u

*
5/ 2= u 5/ 2| z = G

1/ 2
.

把式( 1)代入欧拉垂向动量方程[ 1]可得

9p v

9z
= 0   v =

1
2

, 1,
3
2

, (14)

9p 2

9 z
=

L2

E
9w 1

9 t
, (15)

9p 5/ 2

9 z
=

L29w 3/ 2

E9t +
1
E( u 1/ 2 # )̈ w 1/ 2+

L2

E( u 1/ 2 # )̈ w 1. (16)

由关于 z 从E
1/ 2
G1/ 2到 z 积分的以上三式,并应用边界条件( 3)可得

p v = Gv   v =
1
2 , 1,

3
2 , (17)

p 2 = G2+
L2

E
( z - E1/ 2G1/ 2) ¨# ( hu 1) t +

1
2
L2

E
( z

2
- EG21/ 2) ( ¨# u 1) , (18)
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p 5/ 2 = G5/ 2+
L2

E
( z - E1/ 2G1/ 2) ¨# ( hu 3/ 2) t + u1/ 2 # ¨ ¨# h u1 +

1
E
u 1/ 2 +

   1
2
L2

E
( z

2
- EG

2
1/ 2) ( ¨# u3/ 2) t + u1/ 2 # ¨ ¨# u1 +

1
E

u1/ 2 . (19)

由以上速度和压力的表达式可见,水流速度 u1/ 2进入了 u 5/ 2和 p 5/ 2的表达式.这与文献[ 1]中

强水流情况的 u 2和 p 2表达式所含的水流速度 u0 的形式有所不同, 即不仅是以多普勒效应

进入表达式(含 u 1/ 2# 的̈项在文献[ 1]中为含 u0#¨的项) ,而且像波浪速度 u 1一样进入了表

达式(含 u1/ 2/ E项) . 这反映了当水流大小不同(文献 [ 1]的水流速度为 gh , 而本文的为

E1/ 2
gh )时,波流相互作用也有不同之处.

将展开式( 1)代入欧拉水平动量方程
[ 1]
可得

9 u 1/ 2

9 t
+ ¨G1/ 2 = 0, (20)

9 u 1

9 t
+ ¨G1 = 0, (21)

9 u 3/ 2

9 t
+

1

E1/ 2 ( u1/ 2 # )̈ u1/ 2+ ( u 1/ 2 # )̈ u1 + ¨G3/ 2 = 0, (22)

9 u 2

9 t
+ ( u 1 # )̈ u1 + ( u1/ 2 # )̈ u 3/ 2+ p̈ 2 = 0, (23)

9 u 5/ 2

9 t
+ ( u 1/ 2 # )̈ u2 +

1

E1/ 2
( u 3/ 2 # )̈ u1/ 2 + ¨p 5/ 2 = 0. (24)

将前面的 u 2, u5/ 2, p 2和 p 5/ 2的表达式代入方程(21)和(22)可得

9 u
*
2

9 t
+ ( u1 # )̈ u 1+ ( u1/ 2 # )̈ u3/ 2+ ¨G2 = 0, (25)

9 u
*
5/ 2

9 t
+ ( u1/ 2 # )̈ u

*
2 +

1

E
1/ 2( u 3/ 2 # )̈ u1/ 2 + G̈5/ 2 = 0. (26)

将式( 20)、( 21)、( 22)、( 25)和( 26)分别乘以E
1/ 2

,E,E
3/ 2

,E
2
和E

5/ 2
,然后相加可得

�u t+ ( �u # )̈�u + ¨G= O( E3) , (27)

式中,

�u= E1/ 2u1/ 2+ Eu1+ E3/ 2
u 3/ 2+ E2u*

2 + E5/ 2u*
5/ 2. (28)

下面将方程(27)中 �u 用水深平均速度�u 表达. 由前面各阶水平速度 uv v =
1
2
~

5
2
的表

达式可得

�u =
1

h + GQ
G

- h
udz

=
1

h + GQ
G

- h
( E

1/ 2
u 1/ 2+ Eu1 + E

3/ 2
u3/ 2 + E

2
u 2+ E

5/ 2
u5/ 2)dz

= �u +
1
2
L
2
( h + E

1/ 2
G1/ 2) [̈ ¨# ( h�u) ] -

 L2
1
6

h ( h - E1/ 2G1/ 2) -
1
3
EG21/ 2 (̈ ¨# �u) + O( E3, L2E2) . (29)
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利用上式 �u 与�u 的关系可将方程(27)表示为

�u t + (�u # )̈�u + G̈= G h
DF

-

D t
+ G

9F+

9 t
+ O( E3, L2E2) , (30)

式中,

D
D t

=
9
9 t

+ �u # ,̈ (31)

F
?
=

1
2

[̈ ¨# ( h�u ) ] ? h
6

(̈ ¨# �u) . (32)

将以上方程写成有因次形式, 它与连续方程一起构成含量阶为 O ( E1/ 2)中等大小瞬变非均匀

流的 Boussinesq方程,即

Gt + ¨# [ ( h + G)�u = 0, (33)

�u t + (�u # )̈�u + g ¨G= h
DF

-

D t
+ G9F

+

9 t
. (34)

将方程( 33)和( 34)与文献[ 1]中以下含量阶为 O ( 1)的强水流的 Boussinesq方程对比:

Gt + [̈ ( h + G)�u] = 0, (35)

�u t + (�u # )̈ �u + g¨G= h
DF

+

D t
+ G

DF
+

D t
+

1
3
G
2 D
D t

[ (̈ ¨# �u) ] , (36)

可见两者的误差项都为 O( E3, L2E) ,差别仅在方程右端第二和第三项,即方程(34)右端第二

项不含与 �u# 的̈有关部分,也没有第三项(含 G2 项) ,而文献[ 1]的方程(36)右端第二项含这

一部分,并有第三项.对于方程( 34) , 该部分和第三项的量阶为 O ( E
3
, L

2
E) , 它们是可以忽略

的高阶项.

将前面所得各阶速度和压力表达式代入式( 1)可得速度沿水深的分布,利用式( 29)可将这

些表达式用水深平均速度表达,将其写成有因次形式为

u( x , y , z , t ) = �u - ( z -
G
2

+
1
2

h ) [̈ ¨# ( h�u ) ] -

1
2

[ z
2
-

1
3

h( h - G) -
1
3
G2] (̈ ¨#�u ) + O ( E3, L2E) . (37)

近似到 1阶,可推导出经典的 Boussinesq方程和本文方程( 33)、( 34)的色散关系都为

( X- k<u0)
2

= ghk
2
/ ( 1+

1
3

k
2
h
2
) , (38)

而文献[ 1]的含强水流的方程( 35)、( 36)的色散关系为

( X- ku0)
2
= g( h + G0) k

2
/ [ 1+

1
3

k
2

( h + G0)
2
] , (39)

有水流存在时的 1阶斯托克斯波色散关系为

( X- ku 0)
2
= gktanh( kh ) , (40)

式中, G0 是水流引起的波面变化; k 是波数; X是圆频率; u 0是输入水流速度; h 是水深. G0在

文献[ 1]中的量阶为 1,是不可忽略的,这导致了色散方程(38)与色散方程(39)的不同.
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3  方程的数值求解

311  方程的差分格式

这里求解由式( 33)和( 34)组成的联立方程在 x 方向的一维形式. 采用交错网格, 对方程

应用预估- 校正法的 Crank- Nicolson差分格式进行求解[ 7] .

312  初始条件

由于是对有水流情况进行研究,所以对初始条件应做相应改变: 假定流场在初始时刻 t =

0的速度分布为纯水流的速度 u = u 0 ,压力为静水压力,所有其他待求变量均为 0.

313  边界条件

31311  入射边界条件

考虑到水流的存在, 对相应的入射边界条件修改如下:入射边界中取波浪为正弦波, 波面

升高为

G= A cos( Xt ) , (41)

水深平均的水平速度为

�u = A
( X- ku0)

kh
sin( Xt ) + u 0, (42)

式中, A 为波幅;其他量同前面所述.水流存在时 k 和 X满足的色散关系见方程(38)和(39) .

31312  出口边界条件

对出口边界条件也需考虑到水流的存在,所以简化的边界条件为

Gx +
1
c
Gt = 0,   ux +

1
c
u t = 0, (43)

c = gh( 1+ Gn/ h) + u0, (44)

式中, c为波浪在开边界处的传播速度; Gn 为上一时刻开边界处的波面升高.因为需考虑出口

处水流的影响, 故不能设海绵层为吸收边界条件.

4  计算结果和对比

411  与无水流的纯波浪实验结果对比

为验证数值差分格式,对水流速度为 0,即对纯波浪情况的计算结果与实验结果进行了对

比.实验中的波浪要素见表 1.水槽长 23 m, 左端为造波板, 右端设有消波设施.用于对比的浪

高仪位于距造波板 417 m 处.计算结果与实验对比见图 1 和 2. 由图 1 和 2可知,计算结果与

实验数据吻合较好, 说明数值差分格式的有效性.

表 1 波浪要素

水深/ m 波高/ m 波浪周期/ s

实验 1 015 0104 116

实验 2 014 0106 116
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图 1  波面升高的时间历程图
) ) ) 本文计算结果, , ,实验结果

图 2  波面升高的时间历程图
) ) ) 本文计算结果, , ,实验结果

412  与经典的 Boussinesq方程以及文献[ 1]中的水流速度量阶为O( 1)的 Boussinesq 方程的

计算结果对比

计算中取水流和波浪方向相同(顺流)或相反(逆流) , 这里取水深为常数( h = 014 m ) ,波

高 H = 0102 m, 波浪周期 T = 210 s,水流速度 u0= 210, 015, - 011, - 012, - 013和- 015 m/ s.

图 3给出了水流速度 u 0= 210, 015, - 011, - 012, - 013和- 015 m/ s时的波面升高 G沿

水槽长度方向的变化,图中将本文计算结果与经典 Boussinesq方程以及文献[ 1]中的含强水流

的 Boussinesq方程的计算结果进行了比较. 由这些图可以看出,在水流为顺流时三个方程的计

算结果接近,这是因为在顺流时波长较长, 此时更接近于浅水情况, 经典 Boussinesq方程此时

也是适用的,可有足够的精度.同时,在水深为常数情况下,本文方程以及文献[ 1]方程的右端

比经典 Boussinesq方程多出的几项的量值较小(因 93u / 9x 3 相对较小故G相对 h也较小) ,这

几项对计算结果影响不大,所以三者计算结果接近. 在逆流时随着水流速度绝对值的增大,波

长变得越来越小,经典 Boussinesq方程与本文方程以及文献[ 1]方程的差别对计算结果影响越

来越大.对比这些图可以看出,波浪顺流时波长增大,逆流时波长减小,这与实际情况相符.

图 4给出了由本文方程、经典 Boussinesq方程、文献[ 1]中的方程的波面升高数值结果(见

图3)的两波峰之间距离平均值得到的波长与线性波色散关系[即方程( 40) ]得到的波长随

Froude数 ( Fr ) 变化的对比, 其中 L 为无水流时的波长, L c 为水流存在下的波长,

Fr= u0/ gh ,此时的相对水深 h/ L 0 = 01064[ L 0 = gT
2
/ ( 2P) ] .由图可见,由本文方程和文

献[ 1]方程得到的波长比由经典 Boussinesq 方程得到的波长更接近线性精确解.对于图中算

例, E= H / h = 0105, 经典 Boussinesq方程适应的水流速度范围不大于E gh U011 m/ s,在图

中对应- 0105< Fr < 0105,所得波长与精确解符合, 而超过此范围, 则误差变大(顺流时的误

差可由图 3中 u0 = 210 m / s时的波形上的差别看出) ;本文方程适应的水流速度范围不大于

E1/ 2 U 012 gh , 对应- 012< Fr < 012,图中 Fr 值大多都在此范围内; 文献[ 1]中的方程适

应的水流速度范围不大于 gh ,对应- 1< Fr < 1,所以图中由本文方程和文献[ 1]方程计算

出来的结果与精确解较为符合.

413  沿水深变化的速度与线性精确解的对比

图 5给出了利用公式( 37)计算的速度沿水深分布与相应的下式的线性精确解的对比:

u ( z , x , t ) = u0 +
gAkcoshk ( z + h)
( X- hu0) cosh kh

cos( kx - Xt ) . (45)

图中水流速度 u0 = 010, - 011, - 012, - 013 m/ s, 水深、波高和波浪周期与 412节的一致.由
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图 3 波面升高沿空间的变化( u0 为水流速度)

- - - - - 经典Boussinesq方程, ) ) ) 本文的方程, , ,文献[1]的方程

图 4  波长与线性精确解的对比

) ) ) 线性精确解, Ó Ó Ó 本文的方程, + + + 文献[ 1]的方程, o o o经典 Boussinesq方程

图可见,本文计算结果与解析解基本吻合,但同时随着逆流速度值越来越大, 速度沿水深越来

越不均匀, 关于这一点也可由式( 37)得知:因式中 u - �u 正比于平均速度的 2次导数 uxx , uxx

正比于波面升高曲线波峰处的曲率,随着逆流速度值的增大, 波长越来越短, 波峰处的曲率绝

对值越来越大, 即平均速度的 2次导数绝对值越来越大,式( 37)表明,这将造成沿水深的速度

分布越来越不均匀. 图中本文方程的结果与解析解存在一定差别,产生差别的原因一方面可能

是本文方程色散性是近似的, 另一方面可能是本文方程是弱非线性的,而精确解是线性的.
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图 5  沿水深分布的水平速度与线性精确解的对比
线性精确解, Ó Ó Ó 本文方程

5  结束语

( 1)本文建立了量阶为 O( E
1/ 2

) 中等大小的瞬变非均匀流的 Boussinesq方程, 讨论了该量

阶水流对流场速度和压力分布的影响. 该数学模型可用于中等大小的水流情况.

( 2)建立了该方程的数值计算差分格式, 并对水深为常数情况进行了数值计算. 把无水流

情况计算结果与实验结果进行了对比,两者符合较好, 验证了本文的数值方法是正确的. 波浪

顺流和逆流情况与经典 Boussinesq方程以及文献[ 1]中量阶为O ( 1)的强水流 Boussinesq方程

的波面升高计算结果进行了对比,结果表明, 在顺流时三个方程的数值结果接近,这反映顺流

时波浪波长变长,更接近浅水长波, 所以经典 Boussinesq方程也适用; 逆流时随着水流速度绝

对值的增大,本文方程、文献[ 1]中的方程与经典 Boussinesq方程结果给出的波长出现明显差

别,这反映了对中等大小水流及强水流情况应分别采用本文方程和文献[ 1]方程的必要性.

( 3)以本文算例为例可以说明经典 Boussinesq方程、文献[ 1]方程和本文方程所适用的水

流的大小范围. 算例中波高 H = 0102 m ,水深 h = 014 m, 从而 E= H / h = 0105, gh U2 m/ s,

于是可知经典 Boussinesq方程适用水流大小为E gh U 011 m/ s, 对应的 Froude 数 Fr = 0105;
文献[ 1]方程适用水流大小为 gh U 2 m/ s,对应的 Froude数 Fr = 1;本文方程适用水流大小

为E1/ 2 gh U 0145 m/ s, 对应的 Froude 数 Fr = 012. 本文算例中顺流流速最大达 210 m / s,即

已达文献[ 1]方程的水流范围, 逆流时流速最大为 015 m / s,即已达本文方程的水流范围, 为中

等大小水流.若继续增大水流, 发现通过数值计算得到的波长与线性精确解的误差会更大,这

可能是由于随着逆流水流流速绝对值的增大波长会继续变短,波长变短时需要方程具有更高

精度的色散性, 而本文方程及所用文献[ 1]的方程都具有与经典 Boussinesq方程的同样的色散

性精度,所以不适于波长较短的情况.今后的工作将是提高方程的色散性精度以适应逆流短波
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的情况.另外,本文对三个方程计算结果的对比仅是针对水深为常数的情况, 今后的工作将对

水深变化的情况进行研究.
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Boussinesq equation with moderate current

ZOU Zh-i li1, L IU Zhong-bo1, SU N Zhao-chen1

( 1. S tate K ey L aboratory of Coastal and Of f shore Engineering , Dal ian Univ ersi ty of Technology, Dalian 116024, China)

Abstract: The Boussinesq equations wit h the transient and non-uniform current of O(E1/ 2 ) are derived. The effects

of curr ents on the distributions of velocities and pressure are discussed. The prediction- correction method of finite

differ ence scheme is emplo yed to solve the equat ions numerically . The numer ical results ar e compared with the ex-

per imental data for the case of currents being equal to 0 and the agr eements are g ood, w hich demonstrates the accu-

racy of the equations and the efficiency of the numerical methods. The numer ical r esults are also compared w ith the

numerical r esults of the classic Boussinesq equations and the Boussinesq equat ions with strong cur rents of O( 1) , and

t he application range of the equations is also investig ated.

Key words: w aves; current; Boussinesq equation
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