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结合抛物型缓坡方程计算波浪辐射应力
‘

郑永红 沈永明 邱大洪

(大连理工大学海岸和近海工程国家重点实验室
,

大连 1 1 6 0 23)

摘 要 将波浪辐射应力与抛物型缓坡方程 中的待求变量联系起 来
,

提 出了一种计

算辐射应力 的新方法
,

并用有限差分法对控制方程进行 了数值 求解
.

数值 结果表明

这种方法精度高
、

编程简单
、

求解快速
,

可用于实际大区域波浪辐射应力的计算
.
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1 引言

辐射应力的概念是由 L on gu et 一
Hi gg in s 和 s te w ar t 首先提出的〔‘一 5〕

,

它是波浪存在而产

生的一种动量流
,

其影响等价于作用在波浪运动水体上的正应力和切应力
,

从而引起平均海水

位的升降及环流的产生 〔5
,

“〕
.

目前大多采用 Lo ng
u et 一 Hi gg in 。和 st e w ar t 辐射应力公式来计

算辐射应力
,

该公式本身及编程比较简单
,

可用于大区域简单地形上的波浪辐射应力计算
.

其

缺点是
:

(1) 只适用于简单的纯行进波 ; (2) 利用该公式计算辐射应力
,

需要利用其他方程求

出各点的波高和波向
,

波向的求解可采用 Sne n 定律
、

波数无旋方程或者波向程函方程
,

对简单

地形
,

利用这些方程求解波向是有效的
,

而对比较复杂的地形
,

特别是存在波向线相交时
,

波向

的求解是十分困难的
,

甚至不能有效地求出波向
.

为了克服这些缺点
,

co Pe lan d〔7 ]提出了将辐

射应力分量的计算与双曲型缓坡方程相结合的方法
,

但利用这种方法计算辐射应力相当复杂
,

主要表现在
:

(1) 计算公式本身相当复杂 ; (2) 方程的离散 比较复杂
,

而且还需要对数值解进

行 比较复杂的校正
.

为了使辐射应力的计算比较简单且可以用于实际大区域
,

本文将辐射应

力的计算公式与抛物型缓坡方程中的待求变量联 系起来
,

提出了一种辐射应力计算的新方法
.

2 数学模型

2
.

1 辐射应力基本方程

对线性规则波
,

辐射应力的基本方程 [8] 为
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一
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一
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式中
,

S二
,

S二
,

S xy 为辐射应力分量 ; , 为密度 ;g 为重力加速度 ; 丫为与时间无关的复波面函

数 ; 丫
’

为 丫的共扼复数 ;k 为波数
,

可根据当地水深 由色散关系 。 2 二 沙 tan h kh 求出
,

其中 。

为波浪圆频率
,

h 为当地静水深
.

对以
。
角入射的纯行进波

,

令复波面 丫为

专
’

= A e x p [i(k
e o s a x + k s in卿 )」

,

(4 )

式中
,

A 为当地实数波振幅
.

将上式代入式 (1) 一 (3 )
,

可得 Lo ng ue t 一 Hi gg in S 和 St ew ar t 辐射

应力公式
:

s二 = 5 1 1e o sZ 。 + s 2 2 s in Z 。 ,

(5 )

s。 一 5 zl s inZ a + S 2 2 e o sZ a ,

(6 )

S。 = S二 = 5 il e o s a s in a 二 S 2 2 e o s a s in a ,

(7 )

式中
,

Zkh

s in llZ kh
,
z = 1

,

2 ) (8 )
kh

s in hZ kh

+
1一2

�

⋯
!
.

匕

E一一�砂S

其中 E = 咫A Z /2
,

为波能
.

正如前言所述
,

对比较复杂的地形
,

波向的计算是相当困难的
,

因

此应用这种方法计算复杂地形上的波浪辐射应力受到限制
.

当计算域 中波浪主传播方 向上的反射较小且波向与主传播方向的夹角不太大时
,

抛物型

缓坡方程是研究大区域复杂地形上的波浪折绕射效应 的一种有效数学模型
.

文献【9] 在推导

以复振幅 A
‘

( x
, y )为待求变量的抛物型缓坡方程时

,

采用了下面的关系式
:

,
·

( X
,

,

卜 A
‘

( X
,

, )二p

[于常
( X ) d X

(9 )

式中
,

万( x ) 为纵轴方向 (y 方向 ) 上 k ( x
,

刃 的平均值
.

根据上式
,

理论上可以由抛物型缓坡

方程首先计算出 A
‘

( x
,

刃
,

再由式 ( 9) 计算出 丫( x
,

刃
,

然后根据式 ( 1) 一 (3) 计算出辐射应

力分量
,

但这样 做是很 不经济的
,

原 因是 式 (9 ) 中的 丫( x
,

刃 含有随 x 快速变化 的量

ex p

[介
( 工 )
司

,

ha
如要高精度地计算辐射应力

,

则每个波长必须布置很多网格点
,

从而使
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这种直接算法不能用于大区域的辐射应力计算
.

为了用于大区域
,

以 s二 为例来推导可用于

大区域的辐射应力计算公式
.

由式 (9) 得

势一
p

(J飞
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式中
,

A ” 为复数 A
‘

的共扼复数
.

式 (1 2) 一 (1 4 )即为本文结合抛物型缓坡方程导出的可用

于大区域辐射应力的计算公式
.

2
.

2 基本方程的求解

这里采用小角度入射抛物型缓坡方程〔
9〕和极值原理抛物型缓坡方程〔

‘”1与式 (12 )一 (14 )

结合起来计算辐射应力
.

抛物型缓坡方程采用 C ra n k 一
Ni co lso n

格式离散
,

具体可参考文献

〔9]
,

然后结合适当的边界条件[ 9 一川采用追赶法进行求解 ;式 (1 2 )一 (14 )中的一阶导数采用中

心差分格式离散
.

当采用抛物型缓坡方程得出计算域中各点的 A
‘

(x
,
y )后

,

就可根据式 (12 )

一 (1 4 )计算出各点的辐射应力分量
.

3 模型验证及误差分析

3
.

1 模型验证

数学模型的数值解需要与实测资料或理论解进行对比
,

才能说明其优劣
.

由于没有可以

利用的实测辐射应力资料
,

因此模型的验证只能与解析解进行对 比
.

本节将对均匀斜坡直平

行等深线上的辐射应力进行计算
,

因为对这种地形
,

如果仅考虑波浪的折射和浅化效应
,

则波

高和波向存在解析解
,

从而利用式 (5) 一 (7) 可以求出辐射应力分量的解析解
.

假定一计算域为 4 200 m x Z 10 0 m
,

在该地形上的水深分布为

h (x
,

夕) = 4 5
.

0 一 x / 10 0
.

0
.

(15 )

初始入射波向与 x 轴的夹角为
a o ,

这里考虑
a 。 = 0

’ ,

2 00
,

3 00
,

4 00 四种不同的波浪初始入射波

向
,

波周期为 8 5 ,

入射波高为 1
.

o m
,

数值计算采用的空间步长对不同的
a 。
均为 △x = △y = 14
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m
,

即在水深最浅处每个波长布置 4 个节点
.

对这种地形
,

只考虑波浪折射和浅化效应的波 向

的解析解为

(1 6 )
k0一k

a = a r C S lfl S ln Q O

波振幅的解析解为

1 +

Zk o h o

几
。

·

’

s in hZ k o h o

Zkh

s in hZ k h」 (1 7 )

1 +

式中
,

所有带下标 0 的量均为波浪入射位置的参数 ;a 和A 分别为待求点的波向和波振幅
.

图 1 为
。 。 = 0o 时采用小角度抛物型缓坡方程的辐射应力的数值解与解析解的比较

,

图 中

S x x
,

S yy 和 s xy 分别表示应用抛物型缓坡方程和式 (12) 一 (14) 计算出的辐射应力分量 s

xx
,

s yy 和 s xy
,

而 sx 。 ,

sye 和 5
2

脚 分别表示应用式(16 )
、

(1 7) 以及式 (5) 一 (7) 得出的辐射

应力分量 S xx
,

S yy 和 s xy 的解析解
,

可以看出此时数值解与解析解完全重合
.
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图 1 。0 = 0
’

时应用小角度抛物型缓坡方程的辐射应力的数值解与解析解

图 2 为
a o 二 2 0

。

时采用小角度抛物型缓坡方程的辐射应力的数值解与解析解的比较
,

此时

由抛物型缓坡方程和式 (12 )一 (14 )联立的数值解与解析解十分接近
,

最大偏差小于 5 %
.

图 3

为
a o = 3 0

’

时采用小角度抛物型缓坡方程的辐射应力的数值解与解析解 的比较
,

此时数值解

与解析解之间的偏差进一步加大
,

最大相对偏差出现在 x 二 4 2 00 m 处
,

约为 10 %
.
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图 3 a 。 = 300 时应用小角度抛物型缓坡方程的辐射应力的数值解与解析解

图 4 为
。。 = 4 0

。

时采用小角度抛物刑缓坡方程的辐 射应力的数值解与解析解的比较
,

此时

数值解与解析解之间的偏差很大
,

最大相对偏差达 25 % 以上
,

可以看出当
a o > 40

‘

时
,

应用小

角度抛物型缓坡方程来计算波浪辐射应力是不合适 的
.

图 5 为
。。 = 40

。

时采用极值原理抛物

型缓坡方程的辐射应力的数值解与解析解的比较
,

显然
,

图 5 中辐射应力的数值解与解析解的

相对偏差 比图 4 中对应的相对偏差要小得多
,

最大相对偏差小于 10 %
,

也就是说
,

当波向与 x

轴的夹角较大时
,

极值原理模型和式 (12) 一 (1 4) 联立得到的辐射应力结果 比小角度入射模型

与式 (12 )一 (14 )联立得到的辐射应力结果要好得多
,

因此应用本文方法计算辐射应力时
,

需根

据具体的入射波向来选择合适的抛物型缓坡方程
.
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3
.

2 误差分析

由前面的结果可以看出
,

当波向与 x 轴的夹角较小时
,

应用小角度入射抛物型缓坡方程

计算辐射应力可得到较高精度的结果
,

而当角度较大时
,

应用小角度入射抛物型缓坡方程计算

得到的辐射应力与解析解之间会产生较大偏差
,

原 因主要是小角度入射抛物型缓坡方程在初

始入射角度较大时计算得到的复振幅 A
‘

(x
,

刃 的误差较大
,

这一限制可采用其他适当的大角

度入射抛物型缓坡方程来克服 (如图 5 采用极值原理模型使数值解与解析解的相对偏差小许

多 )
.

从理论上说
,

本文提出的辐射应力计算方法是十分有效的
,

但需要根据具体情况选择合

适的抛物型缓坡方程
.

此外
,

由于抛物型缓坡方程本身受入射角度不能太大的限制
,

因此本文

提出的辐射应力计算方法也受此限制
.

4 结束语

辐射应力是研究近岸波生流
、

波流相互作用
、

波浪增减水等现象的一个非常重要的物 理

量
,

目前对实际大区域复杂地形上的波浪辐射应力的计算还没有一个较好的方法
.

针对这一

问题
,

本文提出了采用抛物型缓坡方程计算辐射应力的方法
,

导出了一个可用于大区域波浪辐

射应力计算的公式
,

并用该公式对较大区域均匀斜坡上的波浪辐射应力进行了数值模拟
,

数值

结果与解析解的比较表明
,

本文提出的方法具有精度高
、

编程简单
、

求解快速和可用于大区域

波浪辐射应力计算的优点
,

但在具体应用中
,

需根据具体情况选择适当的抛物型缓坡方程
,

才

能使计算的辐射应力结果更为理想
.
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