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近岸大区域水波数学模型及其数值求解
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摘 要 从水波发展方程 出发
,

导 出了大区域缓坡水波数学模型
,

并采用交错网格系

统下的有 限差分法对该数学模型进行了数值求解
,

计算结果表明该数学模型在粗网

格下也能得到与实验结果 比较一致 的结果
,

从 而表明该模型可用于较大 区域的水波

问题
.

该模型具有编程简单
、

求解 比较快速
、

经济 的优 点
.
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1 引言

在实际海岸工程间题中
,

由于设计目的需要了解近岸波况
.

外海波浪 向内海的传播常常

采用数学模型进行模拟
.

波浪从外海向近岸海域传播 由于受海底地形
、

海底结构物的影响
,

会

发生浅化
、

折射及绕射等波浪变形
.

对稍复杂的地形
,

尤其在焦散区附近
,

由射线理论得到的

结果因没有考虑绕射等的影响而与实际相差甚远 ; Ber k hof f[
‘」导 出的椭圆型缓坡方程综合考

虑了波浪的浅化和折绕射效应
,

但由于方程的椭圆性及离散得到的系数矩阵性质较差
,

对稍大

的计算域
,

采用直接法(如高斯消去法 )求解需相当大的计算机内存且计算效率低〔
2 ]

,

传统的

迭代法(如高斯一塞得尔法和超松弛法等)用于此方程不能得出收敛解 [ 2〕
,

基于共扼梯度的算

法 (如双共扼梯度法 )虽然可以得到收敛解
,

但求解比较复杂(需进行算法的预处理才能得到较

快的收敛速度)且仍然不能用于较大区域 ;抛物型方程 [ 3 一 5〕虽然可以用于较大区域且计算效

率较高
,

但该类模型由于不能考虑反射波的影响且要求波浪沿一主要方向传播
,

即只适用于波

向变化不大的波浪传播问题 ; Li [61 提出的水波发展方程采用非恒定方程形式来逐步逼近稳态
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波浪解
,

其结果精度与椭圆型缓坡方程的精度相当
,

而其数值求解要简单高效得多
,

但该模型

却难以推广用于大区域波要素计算
,

因为要想得到该模型高精度的结果
,

仍然受到每波长至少

8 个网格点的限制
.

本文在水波发展方程的基础上
,

通过消去随空间快速变化的量而导 出了

适用于大区域波要素计算的数学模型
,

并用有限差分法对该数学模型进行 了数值求解
,

所得结

果与实验结果进行了比较
,

效果 比较满意
.

2 数学模型

2
.

1 墓本方程

Li 〔6 ]导出的水波发展方程为
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式中
,
。 为波浪圆频率 ; i一 厂万

,

为虚数单位 ; 伞 为势函数 ; c 为波速 ; c
。

为波群速 ;k 为分裂

因子〔7〕; , 和 ,
·

分别为水平梯度和散度算子 ; F 为底摩擦因子
.

。 和 k 满足色散关系
:

。 2 = gk ta n h (无h )
,

(2 )

式中
,

宫为重力加速度 ;h 为水深
.

根据 已知的当地水深及波周期
,

由上式可预先求 出当地分

裂因子 k.

根据文献[ 6]
,

假定 少 满足

少 = A e ‘S ,

(3 )

代入式(lb)
,
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式中
,

K : = 刁s / 口x ,

K : 二 刁s阳 y
.

式 (4 )一 ( 6) 构成了本文数学模型的基本方程
,

式 (4) 用于求解
x 方向的波数 K l ,

式 ( 5) 用于求解 y 方向的波数 K Z ,

式 (6) 用于求解振幅 A
.

如果式 ( 6) 不考虑

底摩擦的作用
,

则与文献【6〕给出的形式是等效的
,

本文算例中由于无法获得底摩擦因子 F 的

数据
,

因此所有算例均未考虑底摩擦的影响
.

2
.

2 初始亲件

由于本文关心的是稳态下的波要素
,

因此 K l 和 K :
的初始条件可任意给定

,

而振幅 A 的

初始条件给定一正数
.

为了快速得出稳态结果
,

本文给定初始条件为
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,
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,
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,
x

,

少) = A 。 ,

(7 )

式中
,

k 。为波浪入射边界处的分裂因子
,

在该位置假定 k吕= K 圣+ K 圣(这一假定对本文算例是

成立的
,

事实上在数值计算中
,

波浪入射位置总是可以近似采用这一假定 ) ;a 为入射波向
,

本

文考虑的均为正 向入射
,

因此
a = 0 ;A 。

为入射波振幅
.

2
.

3 边界条件

对本文算例
,

波浪入射边界给定第一类边界条件
,

即

式中
,
x 。

K l (t
,
x o ,

y ) = k o e o s a ,

为波浪入射边界的坐标值
.

刁凡
J n

为边界外法线方向
.

K Z (t
,
x o ,

y ) = k o s in a ,

A (t
,
x o ,

y ) = A o ,

(8 )

对侧边界和下游开边界
,

本文给定滑移边界条件
:

刁K Z

刁n
(9 )一一从一如

式中
, n

3 数值方法

本文采用交错网格系统下的显式有限差分方法对式(4) 一 (6) 进行求解
.

交错网格系统定

义如图 1 所示
,

其中 K l
定义在~ 位置

,

K :
定义在 个处

,

其他量均定义在O 位置处
.
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图 1 交错网格示意

可以看出式 ( 4) 一 ( 6) 与浅水方程的形式极为相似
,

最大的不 同

在于式 (4) 和 (5) 中出现了三阶导数项
.

由于这些三阶导数项的出现
,

如果采用隐格式将三个方程全部或部分藕合求解
,

则程序实现起来

相对较复杂
,

本文采用显式有限差分法进行求解
.

由于对式 (4) 一 ( 6)

采用显式二阶中心差分格式会不稳 定
,

因此本文对其中类似 于流体

动量方程中对流的项采用上风格式
,

而其他项 的离散采用中心差分
,

这种处理虽然使整个计算精度有所降低 (相对于中心差分格式而言
,

事实上上风格式是一种常用 格式
,

从本文结果与采用中心差分格式

求解椭圆型缓坡方程得到的结果比较来看
,

其精度还是较高的 )
,

但程序实现起来简单
,

且计算

的稳定性条件只需要满足

m a x ( 1K
l !

,

IK : 1
m in (△x

,

△夕 )
( 1 0 )

式中
,

△x 和 △y 分别为 x 方向和 y 方向的空间步长 ; △ t 为时间步长
.

由式 ( 1 0) 可轻易实现时

间步长的自动调整
,

从而保证计算的顺利进行
.

由于式 ( 4) 一 ( 6) 的差分式 比较冗长
,

限于篇

幅
,

本文将在附录 A 给出
.

4 结果及分析

本文将前述数学模型用于两种典型的试验工况
,

第一种工况为平底上置一 圆形浅滩 [“」
,

研究波浪在该地形上的传播变形 ;第二种工况研究的是均匀斜坡上置一椭圆形浅滩对波浪传

播的影响 [9]
.

这两组试验常用来验证数学模型的优劣
.

4
.

1 圆形浅滩上的波浪折绕射

图 2 给出的是平底上置一圆形浅滩 的平面示意图
.

有关计算参数为
:

计算域为 3
.

2 m X

2
.

4 m
,

入射波振幅为 0
.

0 1 0 4 m
,

周期为 0
.

5 1 1 5 ,

入射波长为 0
.

4 m
,

平底上的水深为 0
.

15 m,
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浅滩 区域的水深(m )由下式给出
:

人 = 0
.

0 5 + 0
.

1 5 6 2 5 [ (x 一 1
.

2 )2 + (夕 一 1
.

2 )2 ]
.

(1 1 )

图 2 中粗黑实线断面表示有实测数据
.

整个计算域划分为

2 4 x 1 6 个单元格
,

即每个波长含有 4 个计算点
,

数学模型

的计算结果与实验结果比较如图 3 所示 (图中纵坐标表示

计算或实测振幅与入射波振幅之 比 )
,

可 以看出
,

在粗网格

下
,

尽管计算结果与实测值有一些差异 (主要是未能比较精

断面 2 断面 3

波浪
- - - 少

断面 1

通
入
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x / m

图 2 工况 1 计算域

细地反映出实测振幅中的微小振荡趋势 )
,

但从总体趋势看
,

计算结果与实测结果吻合较好
,

初

步反映了本模型在粗网格条件下也能 比较真实地反映客观情况
,

从而表明该模型可以用于较

大的近岸海域的波浪场计算
.
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逻
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—
本文模型计算的比振幅

-
·

一 笔者采用椭回型级坡方程计算的比振幅

.
实侧的比振幅

y / m

图 3 工况 1 的 3 个断面计算与实测的比振幅

为了说明本文模型及其求解格式的精度
,

本文在每个波长布置 16 个节点的细网格上采用

椭圆型缓坡方程求解了同样问题
,

计算得到的结果如图 3 中的虚线所示
,

尽管该结果比本文模

型得到的结果更接近实测值
,

但其计算机存储量大 16 倍
,

并且如引言所述原因
,

该方程的求解

比本文模型耗费的计算时间要多得多
,

这些是椭圆型缓坡方程难以用于较大区域的原因
.

4
.

2 椭回形浅滩上的波浪变形

上一节已将本文数学模型用于圆形浅滩上的波浪变形计算
,

由于其地形 比较简单
,

所以计

算结果也许不能反映模型的优劣
.

为进一步验证数学模型的精度
,

本节将模型 用于一个有较

多实测断面波要素的更复杂的地形
.

Be rk hof 产〕针对均匀斜坡上置一椭圆形浅滩的地形进行

了波浪物理模型试验
,

并取得了 8 个断面的实测资料
.

由于文献【91 中没有详细给出有关试验

地形资料及已知的波要素
,

本文用到的资料取自文献〔4〕
,

其中入射波振幅 A 。二 0
.

0 23 Z m
,

波

周期 T = 1
.

0 5 ,

波浪沿 x 方向传入
,

试验水深等值线如图 4 所示
,

计算域为 21
.

5 m X 20
.

o m,

斜坡坡度为 1 :
50

,

斜坡梯度方向与波浪入射边界的法向夹角为 2 00
.

斜坡旋转后的坐标(x
’ ,

y
’

)与计算坐标(x
,

、

y )之 间的关系为 [4]

x
‘

= (x 一 1 0
.

5 )e o s2 0 一 (少 一 1 0 )s in2 0
,

(1 2 )
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图 4 计算区域及水深 (m )分布 图 5 椭圆形浅滩后的计算比振幅 (实线 )

椭圆形浅滩的中心对应于坐标 (x
’ ,

y
’

) = (0

{ x
’

)2

戈 3 /

平底区及斜坡上的水深(m )定义为

,

0 )
,

其边界定义为
/ , \ 2

‘

卫一

4
(14 )

{0
.

4 5
h

。
二 }
旧

.

4 5 一 0
.

0 2 (5
.

8 2 + x
’

x
‘

( 一 5
.

8 2
,

x
‘

) 一 5
.

82
,

(1 5 )

而椭圆形浅滩上的水深(m )由下式给出
:

_
、 , , 、 , _ l

、 一 ;
s
一 0

.

5

[卜 (九)
‘
一

(创
‘

」
’ + 0

·

,
(1 6 )

由式 (15 )和(16 )可得椭圆形浅滩中心的水深为 0
.

13 3 2 m
.

在本文计算中
,

为了使计算点与实测断面位置相重合
,

将整个计算域划分为 43 X 40 个等

间距计算网格
,
x 和 y 方向的空间步长均为 0

.

5 m (即一个波长内布置 4 个计算点
,

入射波长

为 1
.

4 9 m )
,

8 个断面的计算与实测 比振幅(计算或实测振幅与入射振幅之比)如图 6 所示
.

从

这 8 组数据的对比结果来看
,

计算结果 比较满意
.

4
.

3 结果讨论

从前面针对两种地形验证数学模型的效果来看
,

该数学模型能比较真实地反映客观物理

现象
,

但计算结果与实测值在局部地方差异较大
,

文献〔4 〕采用线性抛物型缓坡方程得出的结

果也与实测值存在较大差异
,

总体上看来
,

其结果比本文结果稍差
.

文献【4 ]认为计算值与实

测值差异较大的原因是未考虑非线性影响
,

于是通过引入非线性影响使计算结果的精度大为

改善
.

因此
,

在本文模型中引入非线性影响是完善该模型的一个重要方面
,

这是下一步的工

作
.

5 结束语

本文对在水波发展方程基础上导出的数学模型进行了数值求解
,

并用两种典型的试验工
、

况对数学模型进行了验证
.

由计算结果与实验结果的比较来看
,

大致可以得出以下几点认识
:

(1) 本文模型可用于复杂地形上的水波传播问题
,

其结果在一定程度上是可信的 ; (2) 本文模型

由于每个波长仅需布置 4 个计算点并且无需求解庞大的稀疏系数矩阵方程组
,

茵此它可用于
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大区域的水波变形计算 ; ( 3) 本文算法采用的是显式有限差分格式
,

时间步长的选取需满足稳

定性条件 ; (4 )本文模型 尚未计入波浪的非线性影响
,

这是模型需要完善的地方
.
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附 录 A 显式差分格式

1 式(引 的显式差分格式

式 (‘)用于求解未知量 、 1 ,

其离散是在节
J

。
(
*

分格式如下
:

1
十 竺片

Z
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,
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由于上面的离散式是在交错网格上进行的
,

因此 c
,

c g ,

* 及 K : 在节
J

点
(
*

义
,

可采用下面的插值公式进行计算
:

1
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2 式 (5) 的显式差分格式

式(5) 用于求解未知量

分格式如下
:
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,
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,
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3 式 (6) 的显式差分格式

式 ( 6) 用于求解未知量 A
,
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,
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