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三阶非线性海浪波面斜率的

联合概率统计分布
‘

张 书 文 孙 孚 管 长 龙

&青岛海洋大学海洋环境学院
,

青岛 � 3 3 ! ! 45

摘 要 从 6 刃唱17 8
一

9 :: ;<= 于 �> 4 年建 立 的非线性随机海浪模型 出发
,

对吝 向同性

波面斜率 的联 台概率统计分布进行了理论研 究
/

结果表明
,

在三 阶近似下
,

波面斜

率联合概率统计分布为截断的 ? ≅出 � � 7=

%ΑΒ≅.; 7 ≅

级数
,

截断 的项数取 决于非线性近似 的

阶数
,

每 一阶近似均对前一 阶近似结果有所修正 如果不考虑非线性祸合相 互作用

的影响
,

则分布蜕化为高斯分布
/

关键词 非线性统计分布 波面斜率 揭合矩

� 引言

海浪波面斜率非线性统计分布是深入研究海面和近海面小尺度海
一
气相互作用过程 的重

要基础
,

尤其在海面遥感测量技术和海洋工程中得到广泛应用
/

海浪波面对光
、

无线波和声

波的反射
,

或在镜面散射条件下直接依赖于波面斜率统计分布〔工一 # �
,

或间接地在大角度入射

及 Χ ≅越犯 衍射散射中通过海浪倾斜的流体效应与波面斜率相联系 Δ Ε
,

“」
/

Χ Β ≅≅ ;%ΦΔ
∀〕曾利用简单的

数学推导
,

给出海面后 向散射的物理光学积分与波面斜率统计分布成 比例的数学表达式
,

并

在文献 〔ΓΗ 中依据几何光学方法
,

导出由镜面反射形成的雷达后 向散射截面与波面斜率统

计分布间的直接关系
/

另外
,

海浪场 内在动力机制
,

包括波的破碎和波
一

波间非线性能量输

运与波面倾斜程度紧密相关〔 一川
/

海面粗糙度及海面湍流层的交换特征也与近海空气受波

面倾斜的影响有关〔‘“
,

”〕
/

�刀飞8 .78
Ι

9 ;:: ;<= 〔‘#〕通过计算累积生成函数 &ϑ

Ι
.Β<8

一

:7 <

7≅Β8
;<: Κ1 ..% Λ

8;−< 5
,

从理论上给出了 Μ龙阪川Α 形式 的渐近 ? ≅ Β. .. Ι

%ΑΒ ≅.;7 ≅
级数的波面斜率联合概率统计分

布
/

但必须指出的是
,

�试〕眼Ν 7 8
一

环咫;< =
并未考虑近似 阶数对 份朋

. 7=

%Α Β≅. ;7≅ 级数项数的截断及

其分布参数的影响
/

此后
,

0Βϑ ΦΙ ΔΟΗ
、

∗≅− 瓦飞 Π 「‘Ε Η进一步推广 了 6 叉唱1 7 8
一

9 咫;<= 的结果
,

但在

物理概念上并未取得进展
/

在实际应用中只取级数的前几项
,

舍去高阶项的依据是由于样本

的涨落
,

高阶累积量不可靠
/

然而
,

9 Θ1瑶 和 )工〕<: 仁‘3Η 的实验 结果表明
,

高阶累积量的分散很

刁
、

/
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三阶非线性海浪波面斜率的联合概率统计分布 巧

本文将工作重点放在
Σ

&�5 从 �“卫飞: 1 7 8
一

凡器;< =
非线性随机海浪模型 出发

,

利用求藕合矩

的方法 〔�∀Η
,

在三阶近似下
,

导出了各 向 同性 的波 面斜率 的联 合概率 统计 分 布 为截 断 的

? ≅Β ... Λ

%ΑΒ .」;7 ≅
级 数

,

进 而解 释 了其 物 理 含 义
/

&�5 给 出 明确 的 Τ
,Β < . Λ

%..Β ≅ .论≅ 级 数 应截

断项数的理论 依据
,

并对 近 似 阶 数 对 波
一

波 藕合相 互 作 用 的 类 型 及分 布 参 数 的影 响

进行 了讨 论
/

� 非线性随机 海浪波面斜率藕合矩 的计算

�习丈瑶1 78
一

9 ;:: ;< = 根据海面上
、

下 剖面 的不 对称性
,

将 非线 性 随机 海浪 的波 面高 度 夸

表示为

其 中

Υ 夸. ς 夸Σ ς 彗Σ 十 ⋯ &� 5

Υ Β ΩΦ ,
乞熟氛

’ ‘ ’

呜 8

姚ΞΩ2杏. Υ Β ,

每
,

易 Υ Β , 7 − =
几

,

夸Σ Υ Β ΩΦ 毛氛
,

1Ω 犷 ς一一
,以恤

一一此 处
, ≅ 二 &二

,
2 5 为 位置 矢 量 Ψ 丸

振幅
、

位 相
、

圆周 率 Ψ 1Ω

8−
,

� 二
Η 上 的随 机初 相位 Ψ

现考 虑式 &�5 对于 二

马 为 Φ ,

在 二

Β Η 、 Β户
、 Β必.

马 5
、

佑
、

几
、

叱

方 向 的 波 分量 Ψ

ς 马
,

&� 5

分别 为第 Ω 个 波 的矢 量
、

马 为 第 Η 个 波 均 分 布 于

为常数
/

、
2 的偏 导 数 认 红

,

由式 &�5 则 有
Σ

ς 如
.

ς
‘ ’ ‘

ς 药
、

ς “
‘

&4 5

&# 5

刃2

如≅乃ΤΘ力
ςς刃丫

�

份� 
!

∀#

一一一一认红

其中

⋯⋯
、

∃⋯
%十

夸&
二 ∋ 一 ( ,

甲
, ) ∗+ 几

,

,−
二 ∋ 一 ( 户“产之声之、) ∗ +几

. / )几走 一 (∀0 1 、(∀( 寿. / )
几

) ∗ + 几走

夸 
二 ∋ 一 ( 户

呷
。( , 2妈 ) ∗ + 几

. / ) 月3 . / )几 4 % 1 、. / )
几

) ∗ + 几、 . / 、门,

1 , . / )
几

. / ) 口3 ) ∗+ 日 , 5

2 � 5

爹&
, ∋ 一 ( 声声声 ∗+ 几

营−
, ∋ 一 口!班尹产、) ∗ +几

. / )。3 一 ( ∀0热( 产3 . / )
几

) ∗ + / 0

, , ∋ 一 雌6( 产走( 7 2 8∀ ) ∗ + 几
. / )日 3 . / ) 日, % 诀 . / )

几
) ∗ + 门3 . / )。 ,

89 . / )
乌

. /) 几3 ) ∗+ 几, 5

2 : 5

为简化祸合矩 的计算
,

现 引入 复数 已 ∋ (∀ . ; <∗ 几
,

利 用 其共扼 复 数 盯
,

式 2 �5 与 2 :5

可改写为

、

⋯⋯
%、
声

、

,月
#关9芳=曰曰口习

30关∀月
>+仔

?∀一

夸&
二 二 2 &≅ − 5 Α∀ 2马一 Β广5

Χ二 ∋ 2 &≅ − 5 −仪 2 ?∀ 久 一 夕了夕宕5 % 2 ∗ ≅ − 5 Δ
Α

,∀Ε 2 夕广久 一 艺。宕5

爹 
二 ∋ 2 &≅ − 5

’仪 , 2马?0 口, 一 口广夕宕。广 % 2 &≅ − 5’7

认
, 2口厂。

掩。, Φ

2 &≅ − 5  伽 2烤夕宕夕
, 一 。了氏口厂5 % 2 & ≅ − 5’Α’’’∀Ε

, 2 ?∀ 夕
3 口厂

2 Γ 5

其中
,
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林 Υ .Β
Η佑

仪 Υ ;Β、 &1 , ς 1 Ρ 5
, ≅

诀 Υ ;Β 、&1 、 一 。,

5

协 , Υ ;Β 砖, &1Ω ς 1 Ρ ς 1 , 5
, ≅

认
, Υ ;Β 祷Π &1 Ρ ς

≅ 一 Ρ , Υ ;Β ΩΦ , &妈 ς 1 , 一 1 、 5
,

心
, Υ ;Β ΩΦ Σ &1Ω ς

Σ。 一 、 5
、

Ζ
1 Φ 一 1 .夕少

&Γ 5

类似地有
Σ

彗� Σ

参�
,

彗4、

一 &.[� 丫
氏 一 夕,

。
/ / 、/

、

∴
一 &‘[� ’

‘

=Ω] &乓夕
冷 一 夕了夕

/

了’
/

ς &‘[� ’坛
’

‘ &
、

Κ份州
‘’

⊥ 、

∴
一 &‘[ � ’

乃

=Ω]; &已夕
走口_ 一 夕厂日公夕厂, ς &‘[ �”Ζ

’

理&日厂久 夕[ 一 艺口‘日了’
、

ς

Ζ
&‘[ �’

” ’

[’Ω]
‘&已口厂夕

‘ 一 夕厂氏夕厂
/

5
/

广
&‘[ �”“

”
‘&已夕

‘夕厂一 夕厂夕宕夕
‘’

⎯

& 5

其中
,

万, Υ .Β 5Ξ∴

勺、 Υ ;Β 盛&马 ς 协 5
,

、、 , Υ ;Β 必.&马 ς 协 ς

、”、, 二 ;Β盛 , &马 ς 二 [

“

犷
一 ‘

ΒΩΟ &热一甲
/

、

⎯
助 ’

5
“

贵
一 ‘

蜘
、

沙
卞

/

刃‘ 一 马 , 、

5
协 夕

, 万 川 Υ .Β 盛八马 一 跳 一 Ξ. Ω 尸

&� ! 5

现设 如
二 、

管, Σ

为一量级为占的小量
,

则 氛
、

夸、 的量级应为群
/

对于 Φ 近似下的波面斜率
,

当

计算其
二
次 方幂时

,

至少应精确至 犷
ς 掩 ‘

的量级
,

在三阶近似下则有
Σ

戮岁 一
戮咒

ς 二《
、 ‘

甄 岁 Σ Σ ς
心万

‘乳
,

岁 � Σ ς α 戮茹
‘交

夕 ς

α 岁.β

茹
‘

氛
十 珊

Ψ

戮
�

氨茹
�认

, ς 二 &< 一 � 5[� 戮
�

典
二

戮
ς

司 α 一 �5 [� 岁、戮
�

共
Σ

/

&� .5

注意 到时 间平均 χ斗
Σ

称
�
⋯气叹−公

二 夕粼 取非零值当且仅 当下 标集 &δ. 九一 ε
、

5 与下 标 集

&φ , 、� ⋯ φ
, ,

5 全等
,

依此可以计算出
Σ

χ毋
+

好γη Υ Δ &_+ 5 ⎯&_γ 5⎯ [ + ⎯ [ γ ⎯ Η八γ Δ � ς 。加+ [ Σ ς 。 。_
γ [ 、 ς 二二+ ι [ ≅= ς

Β 《,+ &+ 一 � 5[ ≅ _ ς Β 。#
γ &γ 一 5[ 、� ς 。妮+ &+ 一 � 5γ [ Σ � Σ ς

。 �#+γ &γ 一 � 5[ ≅= _ ς Β − + &+ 一 � 5&+ 一 � 5[ Σ 4 ς

Β , γ &γ 一 � 5&γ
一 � 5[ Ε 4」

,

&�� 5

χ好+夸尹
ς ‘
5 Υ −

,

&�4 5

χ:少
ς ‘

好γ 5 Υ −
,

&�# 5

&夸少
ς ‘夸尹

一 ‘5 Υ Δ &_+ ς � 5⎯ &_γ ς � 5⎯ [ + ⎯γ ⎯」∀凡γ【
Β . , ς Β 4 Σ + [ ≅ ς Β �4

研
= ς

Β 二介瓜0[ ≅= ς 。 Ε� + &+ 一 � 5[ Σ � ς 。巧γ &γ 一 � 5[ 、�」
,

&� Ε5

其中
,

厂 二 心[�
, Ε Υ

砚[�
,

尹
二 Υ
艺 &叭 5�称

扩
, 一
万 &Β乃 5�耳

,

丫 Υ χ!Ω! 犷5 [�
,

Β � � Υ χ夸� Ψ

考�、5 ς χ答
�二夸� ,

夕ς χ彗
4、夸4�η ς χ夸

�二夸4 ,
夕

,

&� 3
一

; 5
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Β 加 Υ χ夸
�二 4 ,

η ς χ夸呈
二

η[ �
, Β 。Σ Υ &:

.2夸4
2

5 ς 省圣
2

η [ �
,

&� 3
一

� 5

Β��
二 χ,.β 甄弘甄η ς χ终

二

魏η 十 χ戮
二

练η
,

&� 3
一

45

Β 4 � Υ χ夸
� �β 参_

β

彗�
,

η[ � ς 4 &夸
�二 夸圣

β

夸�,

η
,

&�3
一

# 5

Β Σ Σ 一 χ夸
�二 彗子

2参�
,

η[ � ς 4 χ若
.β

芬Σ ,

芬圣
2

η
,

&一3
一

Ε 5

Β 44 Υ �Ε [ � χ芬子
β

: _二 夸圣
,

 �
,

η ς Ε [ # χ夸
�二 芬圣

二

: 4 �2

η ς Ε [ # χ芬礼考
� ,

参圣
2

η
,

&�3
一

35

Β 。 Υ Ε [ � &:全
β

爹_
β

芬�
,

夸�
,

5 ς �Ε [ Γ & 
� �二 芬孔营圣

2
η ς Ε [ � 3 χ夸全

二

夸�� 2
η

,

&�3
一

∀ 5

Β 料 Υ Ε [ � χ芬
.β

芬�
二

芬受
2

爹_
2

η ς Ε [ � 3 χ夸孔夸全
2

η ς �Ε [ =&夸子
二

夸圣
,

夸��
,

η
,

&� 3
一

=5

卿
二 3 χ或

二

练η
, Β !# 二 3 χ级

,

线η
,

&� 3
一

 5

Β =Ψ Υ Ε [ # &:全
β

夸_
β

夸_
2

η ς Ε [ # χ夸
4 �二 芬圣

β

芬Σ
2

5
,

&� 3
一

� ! 5

Β , Ε Υ Ε [ # &夸
� 二爹全

2

夸_
2

η ς Ε [ # &彗
�二 夸受

,

夸圣
2

η
,

&� 3
一

川
“印 一 Ε[ �3 χ缎

二

练η
,

鲡
二 Ε[ �3 χ戮

,

练η
,

&� 3
一

�� 5

这里的χ
· , · , · , ·

η表征着波面斜率不同量阶的波
一

波祸合相互作用的量值
/

在三阶近似下
,

祸合矩式 &��5 及式&�Ε5 的计算
,

共涉及到 #3 种基本藕合相互作用的类型
,

但在量值上非零的

基本藕合类只有式 &�3
一

�5 一 &�3
一

��5 所涉及到的 4� 种
/

4 波面斜率联合概率统计分布

设 ε &氛
,

易5为波面斜率 认
、

易的联合概率密度函数
,

则其特征函数 中 &;δ
,

;φ 5 可表示为

。&;,
,

;、5一

Ζ Ζ
, &。

,

。57β<
;&, 。 ς Σ 。5ϕ − ϕ。 Λ

习 Δ &戮戮 η[
< ⎯ [ α ⎯ Η &‘ε 5

”

&‘、5’
·

&�∀ 5

将式 &�� 5 一 &�Ε 5 代入式 &�∀ 5
,

则有
Σ

。 &;户
,

;、5 Υ

7βδ
一 Δ &动5� ς &明 5� Η [ �

·

Δ� ς

艺
Β , &;户5

<

&;。5α Η
,

&� Ε5

&
” ,

α 5祥 &!
,

! 5

其中参数
Β , 除

Β .. 、 Β 加
、 Β 二

、 Β ��
、 Β 4 , 、 Β Ψ4 、 Β 44 、 Β #� 、。 � # 、 Β #Μ

、 Β !#
、 Β = , 、 Β �Ε 、 Β 3!

、 Β !3 按式 &�3
一

� 5 一

&�3
一

�� 5 确定外
,

其余参数均为零
/

分布函数 δ& 么
,

易5可由其特征函数 巾&;δ
,

;φ 5经 κ− 1≅ ;7 Σ
逆变换求得

Σ

, &。
,

。卜六Ζ 丁
, “,

,

‘、, ·。
一 ‘&ε“ ς 、‘, ϕδ ϕ “ Λ

&� [ �二叭 57β<
一 Δ &基[ 几 5� ς &弥[ 内 5� Η [ _ β

Δ. 十
艺 &Ρ , [< ⎯ α ⎯ 5从 &,β[ 动氏 &粼动 」

,

&�  5
&, ,

, 5禅 &!
一

! 5

其中
,

几二 Υ &< ⎯ α ⎯加李考5Β
,

/

式 &� 5 即为三阶近似下给出的非线性随机海浪波面斜率的联合概率统计分布
/

由式 &� 5

可以看出
,

数学上的三阶近似等价于物理上考虑 4� 种基本类型的波
一

波藕合相互作用的累积

量
/

对于更高阶近似则必需考虑更为复杂更多类型的波
一

波藕合相互作 用
/

波面斜率非线性

近似的阶数是与所考虑的波
一

波藕合相互作用的不同类型联系的
,

并最终确定了 〔派叨
Ι

λ 盯.;7≅

级数应截断的项数
/

就三阶近似而言
,

%政叨
/

%Α Β≅ .;7 Σ
级数截断于 9 3 ,

而且其分布参数也不
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等于 Μ龙7城时Α 形式的 ? ≅Β α
户

%Α Β≅. ;7 Σ
级数中的参数

/

在应 用式 &� 5 时
,

分布 中的参数可由

式 &�� 5 及 &�Ε 5 确定如下
Σ

记 产, 二 χ以鳄η
,

Φ . Υ 嵘
,

Φ Σ Υ 。
毛

,

以下列出截断于 从 项前 < 个参数的计算结果
Σ

几� � Υ 拜 ��[ &足�无� 5‘[ �

几�! Υ &产�! 一 Φ. 5Φ.

入!� 二 产!� 一 札5[Φ
�

久二 Υ &产双 ς Φ ) Φ � [ Φ _ ,
一 产, Φ _ 一 产二走� 5[ Φ . Φ _

久4� Υ &尸4

厂 4 产�� Φ .5[ 走� , [ � 兀� ‘[ �

久�4 Υ &产�

犷 4 产 Σ Σ Φ _ 5[ 走�‘[ � β � 4[ �
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# 二阶近似下的结果

当式 &� �5 保留至二阶近似时
,

则有
Σ

豁男 二
妹殊

ς 二

毙
‘

弧咒
ς α 戮断

’认
, ,

&� ! 5

、

⋯⋯
0

&� � 5

系数
Β 。 约化为

Σ 二 �� Υ &勤
β

氛户
, 。 , Υ ! &< 或 α 5 �5

/

此时分布式 &�  5 改写为高斯项与

因子 「� ς 几��9 Σ &价[‘ 59 .&易[ 丙 5� 的乘积项
/

这表明在二阶近似下
,

波面斜率统计分布的

。抑
Ι

%Α Β≅ Α 7≅ 级数截断于 9.
,

而不是通常认为的场
/

如将式 &�  5 对 练在 &一 ϑ−
,

ϑ− 5上积

分
,

则可得到关于 认 的一维统计分布
Σ

户&弥5 Υ &� [ � ∀≅ 几 57
冲卜 &氛[ ‘ 5� [ � Η Δ� ς &久加 [ Π ⎯ 59� &认[ Ββ 5 ς

&久二 [ # ⎯ 59# &认[ ‘ 5 ς &又, [ 3 ⎯ 593 &认[ ‘ 5Η
,

&� � 5

完全类似地可以得到对称形式的统计分布 δ& 易5
Σ

户&红5 Υ &� [ �二‘ 57
冲 Δ 一 &易[ 内 5� [ �」Δ � ς &几二 [ 创 59� &易[ ‘ 5 ς

&几。# [ # ⎯ 59# &易[ 。
,

5 ς &几、 [ 3 ⎯ 593 &弥[ ‘ 5Η
,

&� 4 5

由式 &� 5 可以看出
,

由于考虑 了非线性藕合相互作用的影响
,

分布并不服从正态分布
,

波

面斜率 公
、

弧不再是相互独立的随机量
,

即下列关系式不再成立
Σ

δ &认
,

易5 Υ 户&公5δ&易5
,

&� # 5

如果忽略波
一

波藕合相互作用的非线性影响
,

则式 &� 5 才蜕化为高斯分布
Σ

户&氨
,

易5 Υ &�[ � 二叭57
冲 一 Δ &生[ 入5� ς &易[丙 5� Η

/

&� Ε 5

Ε
。

�

结果与讨论

在非线性随机海浪模型中保留至三阶近似
,

应用直接求藕合矩的方法
,

导出波面斜率

联合概率统计分布为截断的 ? ≅Β< .
Ι

%Α Β≅ .;7 ≅
级数

/
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Σ
三阶非线性海浪波面斜率的联合概率统计分布

Ε
/

� 由于藕合矩 χ绪
+ :尹

ς ,
η 二 χ夸罗

ς ’

缨η 一 。
,

分布函数中的参数仅由祸合矩 χ毋
+

俨夕
,

χ夸尹
’参尹

ς ’
5及 、“丐 ,

确定
/

波面斜率非线性近似的阶数决定了波
一

波祸合相互作用的类型
,

并最终确定了 ? 闭� 卜

%Α Β≅ .;7 ≅
级数应截断 的项数

/

就本文研究的三阶近似而言
,

需要考虑 #3

种基本类型的波
一

波祸合相互作用
,

但对祸合矩有贡献的藕合类只有 4� 种
,

&分阴� Λ

%ΑΒ ≅.;7≅ 级

数截断于 坑
/

对于更高阶近似
,

则需要考虑更为复杂更多类型的波
一

波祸合相互作用
,

并且

每阶近似都对前一阶近似结果有所修正
/

如从二阶到三阶
,

波面斜率分布级数中的所有参数

都得到了不同程度的修正
/

如 Β . .
的修正项为 4 项

, Β _。 、 Β 二
、 Β 4 � 、 Β .Σ 、 Β Ε� 、 Β .Σ

由。项变为

� 项修正
, Β �� 、 Β 44

、 Β #�
、 Β �# 则由 。项变 为 4 项修正

, Β #!
、 Β !#

、 Β 。
、 Β 、 由 。项变为 � 项修正

/

因

此
,

要提高 ? ≅Β<
.7=

%Α Β≅. ;7 ≅
级数与实测分布符合程度的有效方法

,

不是单纯增加项数
,

而应依

据非线性近似的阶数所涉及波
一
波藕合相互作用的类型订正分布所涉及的参数 随着近似阶

数的提高
,

分布参数需要重新得到修正
/

Ε
/

4 由于波
一
波藕相互作用的非线性影响

,

波面斜率统计分布 δ& 认
,

肠5为非正态的
,

波面斜

率 芬
、

易不再是相互独立的随机量
/

仅当略去波
一

波藕合相互作用的非线性影响时
,

分布才蜕

化为正态分布
/

本文的结果是在波面各向同性的条件下提出的
,

对各向异性波面结果的推导
,

我们将另文

给出
/
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