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二维表面波破碎面分形结构
‘

田纪伟 曹露洁 楼顺里

(青岛海洋大学物理海洋实验室 )

摘 要 本文利用 非线性理论
,

在 各组成波 空间特征尺度可分 离情况下
,

推广 了

Lon gu et
一

Hi g g in S (1 9 9 4) 最新结果
.

并在某些可允许条件 范围内
,

利用
刀
次骑波能

量方程
,

给 出了 n 一 1 次骑波关于
n 次骑波扰动失稳条件

.

由失稳条件及破碎波动力

机制
,

分析了二维表 面波破碎面 的拓扑结构
,

并给出了计算该破碎 面分形维数表达

式
.

最后
,

通过一具体实例
,

来进一步解释破碎面分形拓扑结构
.

关键词 破碎波面 自相似结构 分形维数 失稳条件

目lJ 舀

随着人们逐渐意识到波的破碎过程对海气交换
、

海气微尺度相互作用以及全球气候变化

影响和重要作用
,

自 8 0 年代以来
,

对破碎波的研究 已成为许 多国际间海洋研究科学活动的重

要 内容
,

以致于近 20 年来破碎波的研究成 为大家关注的热点课题之一 毋庸讳言
,

波的破碎

过程是一个非常复杂的非线性过程
,

近几年来人们已开始利用非线性科学思想—分形几何

学
、

重正化群方法
、

藕合映射等新的思想方法来对波的破碎过程进行探讨
.

H u a n g 「’〕验证了海

浪记录资料隐含着分形特性
,

K e r m a n[
2口借助于多重分形理论对海面图像资料进行了研究

.

但

在他们的研究工作中
,

与分形相关的动力学机制未做讨论
.

最近
,

I
J o n g u e t

一

Hi gg in
s

[s]
,

在某

些条件假设下
,

借助于分形几何 自相似概念
,

建立了波峰附近或波谷附近破碎波分形模型
.

依

据此分形模型的研究
,

证实了波峰破碎点附近向下加速度的上限为重力加速度 g
,

波谷破碎点

附近 向上的加速度可达到无穷
.

同时利用高次骑波能量方程
,

给出了稳定性条件
,

并解释 了

由于辐射应力的存在
,

导致低次骑波波前收缩
,

最终使低次骑波波前关于高次骑波失稳的情

况
.

相反
,

低次骑波波后将关于高次骑波是稳定的
.

这恰恰也就是一般海浪观测中为什么波

前粗糙
,

而波后光滑的几何性质的动力学原因
.

显然
,

Lon g ue
t 一

Hi gg ins 模型仅仅从局部上利

用波峰和波谷破碎点临近的 自相似结构及高次骑波失稳性质解释了波峰和波谷破碎点几何性

质及动力学机制
,

并没有从整体上来解释破碎波面的拓扑结构及动力学特征
.

本文从较完全

的
n
次骑波能量方程 出发

,

利用双曲型方程特征量论
,

确定了 , 一 l 次骑波关于
n 次骑波扰

本 文于 19 9 5
一 0 2

一

2 8 收到
,

修改稿于 1 9 95
一

0 9
一

2 3 收到
.

‘

国家 自然科学基金 资助项 目 (编号
: 4 9 3 7 6 2 54)

.



海洋学报 18 卷

动沿特征线失稳的 条件
.

推广和发展了 I
J

on g ue 卜Hi g g ins 破碎波分形模型
,

解释了一般具有 自

相似几何结构 (这往往体现动力系统 内涵着某种 自组织现象 ) 和具有可分离空间特征尺度骑

波的破碎波面的拓扑结构
,

并给出计算破碎波面 自相似维数的解析表达式
.

最后
,

通过一个

简单实例
,

进一步阐明破碎波面的拓扑结构
.

1 稳定性分析及波面 自相似结构

首先
,

讨论最简单情况 (如图 l) 波峰附近 出现骑波现象
,

此时波高 , 的解析表达式阁为

7 一 f (二 ) + p f (二 /P ) + 尸f (x /对) + ⋯
,

(1 )

式中
,

夕为 自相似标度
,

f (x) 为零次骑波
.

利用表达式 (l ) 可确定破碎点 (原点 ) 处曲率

趋于无穷
,

即为数学上尖 点
.

并在相对坐标系下依次使用 I
J o
ng

u e t
一

Hi
n
gg in S 和 Fo x[

‘〕有关破

碎波动力学判据
,

可得到在波峰或波谷处破碎波向下的加速度或 向上的加速度
.

下面我们讨论任意
n 次骑波的失稳问题

,

如图 2 所示
.

‘一并一二

图 l

。

次骑波的能量方程为囚

擎 + 共[E (阶一 + (c : )
。

q 十 、
。。

鬓口 一 。
,

潇
‘

汀
口 一

‘

一 犷U
, a

(2 )

式中
,

凡 ,为辐射应 力张量
,

E 为
刀
次骑波波动能量

,

姚 为
越
次骑波群速度

,

U ;一
’

为
, 一 1 次

骑波质点速度
,

(二
1 ,

二2
) = (二

,

2)
.

若记 尸
一 ’

和 L
”

分另lJ表示
, ,
一 l 次骑波和 n 次骑波的空间特征尺度

,

则在 刀
一 ’

》刀 条件

下
,

方程 (2 ) 可写为

擎+ (。。一 + 〔
、

: )鲜一
、

_

鹜r犷

“
权 「走r

(3 )

在深水重 力波情况下 茂
二
一 E / 2

,

方程 (3 ) 为非齐次双曲型方程
,

其特征线微分方程为

单一 。
、

: 、 。尸

a 艺

二 }
, 、,

一 二 (
,

(4 )

过点 (0
,
二〔

) 的特征线为

了(, ,
了

()

)

一
)

+

丁
t ,

仁〔少; + 之厂一〕.
J (: ) d

(5 )

沿特征线
,

方程 (3 ) 可写为
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,

d
El一

/n-一七沈一
.

刃一刁气
.。

一1一2�=
丝dt(t)

F记

则方程 (6 ) 可化为

、.尹、.尹n凸Q�r
r

‘
d e F E

d t

: 巨,
,
二 ( ,

,
二

,〕
) ] 一 : (。

,
二。

) e

一 {
‘

华
d :

.

J n ( 之之

由
n
次骑波能量表达式 ( 9) 可知

,

若
n 一 1 骑波质点速度 乙户

一
‘

沿特征线梯度小于零
,

即沿特

征线
, n 一 1 次骑波波面收缩

,

将导致
n
次骑波振幅增加 (能量增加 )

,

最终引起
n
次骑波失隐

.

在行进波或驻波的情况下
,

这是造成波前粗糙易于破碎
、

波 后光滑不易于破碎的动 力学 主要

机制
.

若记

这些性质恰恰与通常的观测结果相吻合
.

以上稳定性分析的数学描述 为

~ 一
,

}
.

澎
”一 ’ _

_

}
占I’’

1

一 悦了 }

—
毛 (〕}

,

l
’

汉万 一

)

即在集合 习
” 一 ’

中的点
, n 一 1 次骑波关于

n
次骑波的扰动是不稳定的

.

有了以上的
n 次骑波稳定性分析结果

,

下面我们将利用此结果
,

对破碎波面的 几何拓扑

结 构进行研究
.

我 们在此假设零次骑波 (即
:

可识别波形具有最大 的特 征尺度 L ) 为 7 一

f (二
,

t)
,

如图 2 所示
.

零次骑波的波前表达式 为

夕 = f ( x
,

l )
,

o 毛 二 镇 a ,

( 1 0 )

卜芡们
+ f:d

‘

一
( 1 1 )

!
表示零次骑波波前曲线长度

.

设在零次骑波波前存在 k 个一次骑波
,

一次骑波解析表达式 别一尹
’ ‘ )

( 二
,

t) 可借助 于零

次骑波 专~ f ( x
,

t)
,

经过压缩
、

平移
、

旋转过程得到
.

并易知一次骑波波前曲线长度为

11 一

可
“

训
1 + 乃 d‘

,

( 1 2 )

式中
,

P一 尸 ( k) 为压缩 (相似 ) 因子
.

这样用类似的方法可确定任意
, ,

次骑波的形式
,

其 n

次骑波波前曲线长度为

z
一袱斌卜 f:d /

( 1 3 )

由稳定性分析
,

波的破碎面上的点应具备如 卜性质的集合 口
,

构成 口
」 、 ( 二

,

z) }对任意
刀

存在某个 k. 使得
二 一尹n. k) (二

,

t) }
.

下面利用分形几何学
,

来研究破碎面 月“

的 自相似维数
.

由维数定义

lim
In N

吕犷!n ( l / b )
( 1 1 )

其中
,

b 表示边长为 长度 b 的小孤段
; N 表示用边长为 b 的上弧段覆盖住口 这 个破碎面集合所

需最少的数目
.

由上面破碎面集合口 所具有的动力学性质及几何性质
,

可知任意
n
次骑波有

b ~ 夕
n

l = 夕
n

( k ) l
,

N = k
” .

最后
,

由维数定义 ( 1 4) 可知破碎面 月“

的 自相似维数为
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D
。 (1 5 )

一般情况下
,

p (k) 为 k 的反 比函数
,

弦波来说明 D
。

的近似计算
.

In k

一 In 夕(走)
’

函数关系往往非常复杂
,

下面我们以零次骑波为正

2 实例

取零次骑波为

夕一 a e o s x
, (1 6 )

其中
a
表示振幅

,

如图 3 所示
,

波前曲线长度为

, 一

f丫 l + a , 5
in

Zx d x
,

( 1 7 )

积分表达式 (1 7) 为一椭圆积分
,

一般情况

下不易积分
.

当振幅 a
较小时

,

可做下面一

阶近以

, 、
丁)

(1 + 1 / 2 一、
一)d X 一 1 + 一/ 8

,

(1 8 )

尸 = 户(k ) 七

在此我们可得

8 十 兀a Z

8 兀k
(1 9 )

分 的 自相似维数 D
。

为

D
。

In k

In [ 8
二k / (8 + 7r a Z

) ]
’

(2 0 )

由口 的 自相似维数表达式 (2 0) 可知
,

对任意 k
,

在假设各次骑波具有自相似结构时
,

破

碎面集合 。
“

的维数 D
。

是一分数维数
.

这从另一侧面可以说明
,

在我们假设的前提下
,

破碎

点不可能连续充满空间任意局部领域
,

而是间断的散布在空间中一个具有分数结构的集合上
.

在此
,

我们在一些条件下推广和发展了 L o n g u e t
一

H ig g ins 破碎波分维模型
,

使之更切合实际
,

尽管与自由面动力学机制相 吻合的破碎波分形模型还需进一步完善
.

但无疑正如 L o n g ue t
-

H ig g in s 所说
,

这为研究破碎波提供 了一个新的途径及带有挑战性问题
.

本文得到 了国家教委 的资助及物理海洋重点实验室
“

上层海洋动力学研究课题组
”

的协

助
,

谨表谢意
.
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