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摘 要

本文第一 部分利用未作无 旋和静压假定的线性波动方程求得 了现有波动的统

一解
.

本文的这一部分对未作静压假定的线性长波方程作了进一步讨论
.

求得 了 。

= f时的所有解
.

也求得了。 < f时的一组解
,

这组解类似于。 > f时的 S v er dr u p波和

Poi n o ar 6波的统一解
,

但它们代表的波动具有不同的速度铅直结构
.

这一 组解不包

含在作了静压假定的线性长波方程中
,

因而被看作是被静压假定滤掉的可能波动
.

本文的第一部分
〔‘’ ,

在不作无旋假定和静压假定的条件下
,

导出了旋 转均 匀流体的

线性表面波动方程
,

并由此方程求得了一个统一解
,

它包括了在无旋和静压假定下导出的

已知波动 (各种短重力波
、

沟渠中的长波
、

S v e r d r u p 波和 Poi nc ar 6波等 )
,

另外也导出

了K e lv in 波
.

本文第一部分的结果也附带说明了
,

研究短重力波时
,

通常 作 出的 无旋假

定是不必要的
,

而研究S v er d r u p波等波动时可去掉静压假定而得出同样的结果
.

本文的这一部分将对静压假定作进一步讨论
.

众所周知
,

一个假定可能导致间题求解

方便
,

同时对于求得的解来说
,

假定本身会带来一定的近似性 ; 在另一方面
,

作出某一假

定还常常引起一种
“

滤波
”

作用
,

也就是说可能会把某一类本来存在的运动从解中
“

滤掉
” ,

例如假设科氏参数为常量就必然会把 R os sb y一类的解
“

滤掉
” .

那么
,

对于 静压 假 定
,

除了导致求解 Sve rd r u p波等波动时的方便并带来一定的近似性外
,

有没有滤掉某种可能的

波动呢 ? 本文将对没有静压假定的线性长波方程找出其所有的可能解
,

从 中的确看出一种

解不包含在过去 已有的解中
,

它是因静压假定而被滤掉的
.

因本文第一部分导得的基本方程 (5 )一 (s) 不适合于。一 f时的情形
,

所 以本 文 这一 部

分也附带地对。一 f的情形作了讨论
,

求得了。一 f时的所有 可能解
,

这些解均 包含在过去

的已有解中
,

从而间接地证明了一个事实
:

在现有的假定下
,

。 一 f的线性波动只可能具有

K e lv in 波和惯性振荡的两种形式
.

本文 1 9 5 5年3月 2 7 日收到
,

修改稿 19 5 5年 7月 10 日收到



海 洋 学 报
8 卷

一
、

。 = f时的所有可能线性波动解
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。
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,

夕
, z ) e ‘ f ‘ ,

P - 一户夕z + P
。
(%

,

夕
, z ) e 一 ‘I ‘ ,

·

部分的式(l) 和式(2 )
,

并写成分量形式
,

便得到

( z )

( 2 )

将以上两式代入本文第

一 ff
: : 。
一f

。 。 + 上
P

刁尸
一丫二一竺一 一 O
刁义

( 3 )

aP
。

( 4 )

( 5 )

y尸刁刁
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“ 。

十‘一 十

告
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+

告 a 之

夕丝
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一

粤七 + 旦黔
一。
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口义 口y 口z
( 6 )

考虑到式 (3) 和 (4 )中
, u 。

和。 。

的系数行列式为零
,

因此
,

方程如有非零解 的话
,

必有

刁尸
。

二 a尸
。

一一: 犷一一一
十 : 一 - 万一一 U

口戈 口y

即P
。

必具备如下形式
尸

。 ~ 尸
。

(二 + fy
, 之
)

.

我们只考虑波动解
,

如取波传播方向为二方向 (坐标方向选择是人为的 )
,

那么可取

尸
。

(、
,

夕
, :
)一民(

z
)
e “ ‘二

‘ , , ,

( 7 )

。 。

(二
,

夕
, :
) = 石

。

(
二
)
e “ ‘二

‘ , , ,

( s )

。 。

(二
,

y
, :
)二石

。

(
:
)
e “ ‘二

‘ , , ,

( 9 )

。
。

(二
.

y
, :
)一而

。

(
2
)
e :

“二
‘ , ’ ,

(10 )

其 中k ) 0
.

考虑到上面各式中含因子
e 一

“
,

因此
,

为了满足有界性条件
,

只有如下两种情

形才是可能的
.

情形 A
:
秃一 仇 情形B

:

波动只存在于上半部水域
,

或平行于 传播 方向的

带形水域
,

此时边界处法向速度为零的条件导致
v 。

三 0
.

下面我们分别讨论这两 种 情形的

解
.

情形 A
:
k = 0

.

在 式 (7 )一 (10 )中
,

令寿二 o
,

并 代 入式 (4 )一 (6 ) 〔式 (3 )与 式 (4 ) 等

价〕
,

易于求得

“ 。

(之 )“公口
。

(z )
, u ) (z ) = 0

,

P
。

(z )= 0
,

即 “(二
,

y
, : ,

才) = 公v
‘

(: ) e 一 ‘ ’ ‘ ,

(1 1 )
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v (x
,

夕
, z ,

t) = v 。
(z )e

一 ‘’ ‘ ,

(12 )

切(戈
,

夕
, 之 ,

矛) = o
,

(1 3 )

尸(戈
,

夕
, 二 ,

t) 二 一 p g z
.

(14 )

显然
,

这是熟悉的惯性振荡解
,

其中任意函数
v 。

(z) 依赖于具体情况
.

情形B
: v (z) 二 。

,

k > D
.

在式(7 )一(l。)中
,

令v 。
三 o

,

并代入式 (4) 一(6 )
,

然后利

用海底运动学边界条件可求得最后的解为

“(戈
,

y
.

之 ,

t) ,
‘ (‘ ’ 一 f ‘ ) e 一 ‘ 留e h吞(之+ d ) (15 )

v (戈
,

y
, 之 ,

t) = 0 (16 )

w (戈
,

y
, 之 ,

t))=
‘ (孟 ‘ 一 I ‘ ) e 一 玉 夕 shk (z

‘

十d ) (17 )

p ‘x
,

y
, ‘ ·

‘,

一
, 。z 一

器
e “

‘ ’ 一

“ ’e 一

“ c h k“ + d ,
,

(1 8 )

式中
“
是对方程积分时引入的积分常数

.

由表面动力学边界条件和式(
、

18) 可求得 相应的波

面表达式为

雪(x
,

y
,

才)= a e “
‘ ’ 一 了 ‘’e 一 ‘ ,

(19 )

由表面运动学边界条件可得淋散关系

尸~ 砂th kd
. ‘

’

(20 )

显热
,

式(15 )一 (2 。)是本文第一部分的式 (6 3 )一 (6 8 )在‘、t时的特殊情形
.

不过应该 注意
,

式 (6 3) 一(6 8) 是依。并f时的方程求得的
.

当k断反小时
,

式( 15) 一(加 )即为频 率 等子 惯 性

频率的K e lv in 波
.

至此
,

我们通过具体求解的方法证明了
:

对于密度均匀的等深旋转流体
,

频率。一 f 的

线性波动方程只有两种可能形式的解
,

一为代表惯性振荡的解
,

另一为代表。 = f的K e lv in

波的解
.

也就是说
,

对于。 = 了的情形
,

静压假定不会导致
“

滤波
”

的作用
.

二
、

静压假定
“

滤掉
”

的可能波动解

考虑本文第一部分式 (13 )的常数为正数。
,
(l

,

)
,

话
,

那么这个解不包含在静压假定下的方程的解中
,

“

滤掉
”

的
.

此时得到的方程为

y
,,
+ 1

2

犷= 0
,

且。 < f的情形
‘ ’

.

如果此时解存在 的

也就是说
,

这个解是因静压假定而被

(2 一)

z
l’

七
下

尘
石
(、

2

+ z
:

)z 一 。

J
‘

一 口
“

(2 2 )

l) 从后面所得的解可看出
,

实际上可能有意义的情形可能只限于公 < f
,

且口澎 f的情形
,
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’
十 l

’ ,

结合海面运动学边界条件
、

海面动力学边界条件和海底运动学边界条件
,

经过和本文第一

部分类似的推导
,

可得如下的解
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不难看出
,

除了深度衰减因子 由双曲函数变成 了三角函数
、

以及弥散关系不同外
,

式 (24)

一(29 )与本文第一部分的式(23 )一 (2 8) 是一样的
.

为了了解这两组解鳖兮表的波动的差别
,

_

让我们对弥散关系 (29 )作进一步讨论
.

由式 (2 9) 可知
,

对于同一。
,

可有不同的。与其对应
,

为了区别
,

将第 件个 , 记为。
. ,

于是

。 ’

一
“r

”
·
tg r ‘ ,

·

“

一号
r ’阴

。

“t ,
’
肛

,

“
·

(30 )

取大洋平均深度 d 二 4 0 0 o m
,

g 二 9
.

8 m /s
’ ,

纬度甲一 30
。 ,

。与。
。

~ 了 百育习了的关 系 如下

表所示 (表中只列出。 < f且。‘f的有意义情形 )
.

表 l 弥散关系 (取d 二 4 0。。m
,

g 二 9
.

sm /s
’ ,

甲 , 3 。
’

)

一
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ‘百 臼. 二. 匕. 曰‘. . .

。 / f 。 : 。 :

0
_

9 9 9 O
‘

35 1 5 X 1 0 一 毛 O
_

7 0 3 0 X 1 0
一 4

U
.

9 9 8 0
.

4 9 7 5 X IO 一 左 O
_

9 9 5 0 只 1 0

0
.

60 9 7 X 1 0 21 9 5 X 1 0
-

9 9 6

9 9 5

0
.

7 0 4 6 X 10 -
4 0 9 2 X IO

-

0
.

7 8 84 X IO 一 4 57 6 7 只 1 0 一 ‘
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我们可以给出易于计算的近似弥散关系式
.

式 (3 0) 可以改写成

。 ’

d/ 夕= 一 r , 。
.

d t g r ‘。
二

d
.

对于实际的海洋
,

上式左端是非常小的数
,

因此
.

右端的 因子 r’。
,

d应为 r’ o
.

d ~ , 二一 。. ,

其中
。 .

也是非常小的数
,

因此
r 尹。

.

d 、 , 。 ,

即

_ _ 。 f /下万石下1, . .

一 一石一
、

万、1 1 一 气
- 下 ~ ,

。

“ 毋 , J

于式 (2 4 )一(2 9 )中令二些山叫e
:
- a ,

C
:
一 。

,

则相应的各式变成

亡(劣
,

y
,

t)= a e ‘ (二 , 一 l 口 + 。 亡)

u (劣
,

y
, 之

,

t卜了一万缪尸
一 , 、

气。
-

一 J
一
少c o s r 用 O

(ifl+ 。k )

x e ‘ (七 召 十 ‘ , 一 “ ‘) e o s r , 胡 (之 + d )

口(劣
,

y
, 2 ,

t) ~ 面二多号
万石京而 (一“九+ 。‘’e

‘

x e o s r‘ m (之 + d )
,

(二 : + z ,

州
二

,

,
, : ,

, )

一
下
少弊气

e ‘

名口 C O S r
’

优 a

(‘ , + ‘ , 一 “ ‘) 5 in 犷, 优 (z + d )

P (x
,

y
, z ,

才)=
Pg a

e o s r , m d

e ‘ (云 : 十 ‘ 梦 一 “ ‘ ) e o s r , 用(之 + d )
,

。’
= 一夕r ‘ 邢 tg r ‘m d

.

(3 1 )

(3 2 )

(3 3 )

(3 4 )

(3 5 )

(3 6 )

(3 7 )

式 (3 2) 一(3 7) 类似于本文第一部分的式 (3 1) 一 (36 )
,

也类似于本文第一部分讨论过的

S v er dr u p波的表达式 (3 7 )一 (4 2 )
.

但它们之间有差别
.

式(3 2 )一(3 7 )代表的波动与本文第

一部分中的式 (37 )一(4 2 )代表的 Sve
rd r u p波动的差别主要表现在如下三个方面

:

(1) Sv er -

d r u p波的频率小于惯性频率f
,

而式(3 2) 一(3 7) 所代表的波动的频率大于惯性频率f; (2) 弥

散关系不同 ; (幻流场结构在铅直方向上的变化不 同
:
对 S ve

r d r u p 波来说
,

水平速度随深度

不变
,

铅直速度随深度呈线性变化; 而对式t3幻一 (3 7 )代表的波动来说
,

水平速度随深度

S
、价

les屯feseses

/、伙
、户

皇余弦式的变化
,

而铅直速度随深度呈正弦式的变化
.

图 1 给出

了流场水平速度铅直结构的示意图
,

图中标以
“

S
”

的直线表 示

S v o rd ru p波处于某位相时
,

沿波向的速度分量
“ (或横向的速度

分量的的铅直变化
,

而曲线 I和曲线 1 则表 示 式 (3 2) 一 (37 ) 所

示的波动在相应位相时的沿波向的速度分量
。 (或横向速度的 的

铅直变化(图中设
a
和 】。一 jI 相:同)

.

曲线 I 相 应 于 弥 散关 系

。 ’
= 一 g r ‘。 : tg r ‘。 :

d
,

而曲线 1 相应于弥散关系。 ’
= 一 g r ‘。 :

x tg r ‘川 :
d

.

、 /

产 尺

2 二 一 d
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芡似地
,

如在式‘2 ‘,一‘2”, 中令c
l

一C
Z

一 2亡
黑

蔽、
,

则得到类似于本文第一部分的

式 (4 4) 一 (4 9) 所代表的波动
,

或本文第一部分所讨论 过 的 浅 水 时 的 Poi nc ar 6 波(5 0 )一

(5 5)
.

应该看重说明
,

本节得到的波动解 (2 4) 一 (2 9) 是从未作静压似雇前 线 性方程中求得

的
,

从数学和流体力学的观点来看
,

它是可能存在的波动
.

但是在静压假定条件下的线性

方程中
,

是不包含这一组解的
,

所以说这一组解是被静压假定
‘

滤掉
”

的
.

另一方面
,

从

流体力学方程组求得的运动
,

只是可能存在的运动
,

不一定就在客观上存在
,

在实际中发

现 了这种运动才是真正证明了它的存在
.

所以
,

我们把式(2 4) 一 (2 的代表 的彼动称之为
“

可能
”

的波动
.

尽管如此
,

求得的式(2 4) 一 (29 )有助于我们从实际琢粼组中去寻找这种波

功
.

由于海洋的复杂性和观测上的困难性
,

有些海水运动就是先求得解而后才为观测所证

实的
,

例如边缘波
.

形成式 (2 4) 一 (2 9) 代表的波动的条件与形成 S v e r d r o p波或 Poi nc ar 亡波的条件应 该是

相同的
,

所不同的只是频率。是大于还是小于惯性频率的间题
.

进一 步 从 观 测中证实 式

(24 )一(2 9 )代表的波动
,

主要应依据这种波动的特点
,

而最主要的是要在。< f的波动 中

刊断有没有象图 1中曲线 I和 曲线 I所代表的那类速度场结构
.

附带地指出一个有趣的现象
:

当。 = o时
,

解式(3 2) 一(37) 便退化为大家熟知的正压地转

平衡的解
.

例如
,

令。二 o
,

取 l= o (即在原来的波动解中取 x 轴方向与波向一致 )
,

在 对各

式取实部后便得

亡= a e o s儿x
,

倪= 0

g a 九5 in k% = 下 g
-不二花

J 口环

l
一尹才」

一一一

脚 ~ O
,

P = Pg a e o 。九劣“ Pg 套
.

二二 应屯珍
一

以
_

t’ 干五

一
、 矛目 / l、 护仁

一

1

本文进一步对不作静压假定而导得的线性波动方程作 了讨论
.

对 , 了的情形找出了它

的所有解
,

从而证实了对。 = 厂的情形只存在两种波费(振动)
,

一是撮牲振薪
,

二是。, 产的
K c l、 。n

波
.

另外求得了。 < j的一组解
,

此解代表豹彼动与功> j的吕
, 启丈过愁u p皱秘凡扭哪

云波

类似
,

但它们具有不同的速度场铅直结构
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