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层结流体中的非线性内波
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(北京大学)

一
、

引 言

十多年来
,

用摄动法研究非线性波已经取得 了相当大的成就
.

在流体力学方面研究较

多的是浅水表面波
,

在大气科学方面研究较多的是 R os sb了波
.

对 层结流体中的内 波
,

则

研究较少
.

大家知道
,

海洋和大气都是密度随深度或高度变化的层结 (分层) 流体
.

许多

重要的自然现象
,

如台风
、

胆线
、

积云
、

湍流
、

海洋中的温跃层等
,

都和重力内波有关
.

随着卫星技术的发展
,

非线性重力内波已经在大气和海洋中观测到 “
’
忍 〕

.

从 理 论上研究

非线性重力内波较早的是 B e n n e y (1 9 6 6 )
〔, 〕和 Be n ja m in (1 9 6 6 〔

‘

, ’ , 2 9 6 7 〔匕〕 )
,

最 近 M a -

。lo w e 和 R e de k o p p (1 9 8 0 ) 〔‘’
对层结剪切流动的非线性内波作了系统详细的研 究

.

但是
,

所有这些研究都是采用多尺度摄动法和约化摄动法
.

这种方法比较烦琐
,

虽然非线性内波

的振幅也满足 K d V 方程
,

其系数是一个积分
,

也是常常积不出的
.

因而
,

所得 结 论不够

明确
.

我们曾设计
〔’〕了一种对非线性项作 T a y lor 展开的方法

,

对大气中的各种重要波动

求得了非线性的解析解
,

即椭圆余弦波 (C n o id a lW
a v e ) 和弧立波 (S o lit a r y w a v e )

.

并得

出了线性所没有的
“

振幅色散关系
” ,

解释了大气中的一些现象
.

本文就用这种方法对海洋

和大气都重要的重力内波求其非线性解析解
.

二
、

基本方程组

我们考虑密度层结为爪
z )的 B oa

。。in e o q 流体的二维 (二
, 二 ) 运动

,

则描 述层结流

体的非线性重力内波的方程
,

可表示为
‘已’ :
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其中
,
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u 、

。分别是 二
、 2

方向的速度分量
.

P 是气压
, p 是密度

, g 是重力加速度
.

N

二
一今 率

,

N 是 Bru nt 一 , 欲 s欲‘频率
.

方程组 ( 1 ) 的非线性项
,

主要取非线性平流
_ a 之

尸

项
.

在线性情况下
,

方程组 ( 1 ) 可以求得线性重力内波的色散关系
:

_ 。

。 名

C
‘

芝
, 于一 =
R 一

N
2

n Z + k
Z ( 2 )

其中
,

k 和 n 分别是 二 和 z
方向的波数

,
C 是波速

, 。是圆频率
.

( 2 ) 式表征了线性 内波的频散作用
.

如大家所熟知的N 是重力内波的最大频率
.

由于重

力内波是色散波
,

可以预料
,

加上非线性作用以后
,

可能产生非线性的孤立波
.

三
、

非线性重力内波一椭圆余弦波

为了求非线性方程组 ( 1 ) 的波动解
,

我们设解是如下的波动形式
:

: : 二

u( 豹
,

~ 叭护
,

p =
P( 动

,

甚
一

爪豹
,

p

占= k戈 + 能 一 咧
.

将 ( 3 ) 式代入方程组 (1 )
,

得到
:

( 3 )
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方程组 (4 ) 中符号
“

( 4 ) 中的第一式乘以
n

” 代表对 三的导数
.

减去 ( 4 ) 之第二式乘以 九消去 尸尹
得到

:

( 一 。 + kU ) (”U , 一 k研
了
) = k夕刀

.

( 5 )

由 ( 4 ) 之 第四式 砰
产 = 一

k

n

U 产代入 ( 5 ) 式
,

消去 砰
产 ,

得到
:

(一
+ 。u )

(
。U 了 k

2

+
一

五
u 了

)
二 kg H

·

( 6 )

由 ( 4 ) 之第四式积分W 二 一
k

打
U (取积分 常数为零 ) 代入 (4 ) 之第三式得

:



5 期 刘式达等
:
层结流体中的非线性内波

_
_

_
.
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\
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U }= 0
。

g \ r ‘ /
( 7 )

若 (一 。 + 几U )祷 。 ,

则 ( 6 )
、

( 7 ) 式就构成U
、

n 的一阶常微分方程组
:

)
。
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式中 17 (17
,

U )是刀
、

U 的二元函数
,
‘(U )是 U 的函数

.

因为 ( 8 ) 式是非线性方程组
,

一般得不到解析解
,

为此
,

我们找到使 U 了、

H 产同时

为零的点
,

即 (刀 = o ,

U = o )
,

是力学上的平衡点
.

我们可以将 ( 8 )式的右端非线性项F

和 G 在平衡点 ( O , O ) 附近 T a y lo r 展开
,

得到
:

k n g 。
(一尹 = 一 二了亏 几一一石又 一 1 1 一 丁云亏

L左
一
十 n 一

, 口 气尺
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kn Z口
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左
2

N
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至 U

‘
+

·

⋯⋯n .(j .
-

( 9 )

( 9 ) 式右端若只取线性部分
,

则化成
:

; r , _ n 几g 。
曰

一 石产万 左
么

石
2 丈 ,

N
“
k

g 儿口

(1 0 )

厅 , 二

(10 ) 式即是 ( 4 ) 式线性化的结果
.

由 (1 0 ) 式得到
:

N
Z
k
“

曰
“

+ (价 干兀马历
“创 二 O (1 1 )

(1 1 ) 式即是波动方程
,

很容易看出色散关系
:

N 么

n “ + 吞
2 (1 2 )一一

扩一矿

这就是 ( 2 ) 式
.

若取 ( g ) 式右端到二次项
,

则 ( 9 ) 式可 化为
:

; r , 一 n夕k 。

曰
一

‘ 一 矛 豆二一奋飞万
~

1 1 一
、n 一

个 尺 一 2 口

品卫二抽一
-

(”
“ + k

艺
)。

“ 刀U

刀 , _

巡丛 u+
g 拄曰

N
2
k

2 _ _ 。

一 , 甲厄一 U
‘ 。

夕n 口
-

(1 3 )

由于 (13 ) 式保 留了二次项
,

因而代表了有限振幅重力内波
.

为了求解 (1 3 ) 式
,

我们 由 ( 8 ) 式得到相路方程
:
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d U
d万 = 一

n 么夕2

N
“
(n

“ + k
“
)

H

U

积分 (1 4 ) 式
,

得到
:

D一一U
)一

2一
+声
一g

护一n尸
一

刀
2 +

4 卷

(1 4 )

(1 5 )

其中 D 是积分常数
.

(1 5 ) 式说明
,

在相平面 (刀
,

U ) 上
,

相路是一闭合的椭圆族
.

假
一

设 N
“

是常数
,

将 (1 3 ) 之第一式对 占微商
,

并用 (1 3 ) 之 第二式 及 (15 ) 式
,

略

去刀
、

U 的三次乘积项
,

得到
:

U
l/

N
“
k
“

(n
“ + 掩2 )。

“ U 一
3N

“
掩
“

(n
“ + k

“
)。

“ U
“ + 几

毋
~

n Z
k

3 g Z n

(五
2 一

干儿万玄 尽 (1 6 )

(1 6 ) 式对 言微商就得到著名的 K d V

U
脚 +

6N
“
k
“

(n “ + k
Z
)。

“ U U / +

方程
:

N
Z
左

2

(n 么 + k
“
)。

2
U , = 0

。

(1 7 )

(1 6)
、

(17 ) 二式就是有限振幅爪力内波所满足的方程
.

现在求解它
.

将 (1 6 ) 乘以 ZU
产 ,

并对 占积分
:

U ,
ZN

“
k
“

“ 一 而环画砂
U

“
N

Z
k

Z

(叮
z + k

“
)。

“ U
2
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.
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曰
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戈八
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+ 尺 一

)

百 D U + A
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(18 )

其中
,

A 是积分常数
.

将 (18 ) 式写成如下形式
:

U
尹“ =

2刀
2
左

3

一
产

万 石

不 了万一不 11 t U 夕
.

气月
一
十 佗 一
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(1 9)

其中
,

IJ( u)
一
二

+

李
一

号 二
一
、

n Z夕2

(, ; “ + k
“
)
D U + B

.

(2 0 )

是 U 的三次多项式
,

B 是常数
.

为了保证 (1 8 ) 式的解是有界的周期波动
,

H (U ) 二 o 的三个根必须是分离的单实 根

U
l 、

U
:

和 U
3 .

对 。 > O ,

不妨设
:

U
,

> 0 ,
U

Z

< 0 ,

U
3

< U
:

< 0
.

(2 1 )

此时 (1 9) 式的解可以用 Ja的bi 椭圆函数 C , 表示
,

即
:

U (戈
, 2 , t) = U (占) 二 U

: + (U
; 一 U

:
)C n 2 .

了
N

么
k
“

2 (n
“ + k

“
)。

“
(U

, 一 U
3
) (k x + n z 一 口r)

,

(2 2 )

C。
“

在 0 和 1 之间振荡
,

(2 2 ) 就是椭圆余弦波
.

其波长是
:
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几=
2

汽了
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Z

N
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k
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+ 寿
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)田
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(口
:

一

二口
。
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(2 3 )

J

了艺0

l
�

其中
,

K ( , , : ) =
d 才

1 一 水 2 o i n Z t
( 2 4 )

是第一种完全椭圆积分
.

模数
。: 满足

:

: _ U
川 一 U

, 一 U
。

, 一 U
: ’ ( 2 5 )

在 ( 2 0 ) 式中
,

若令 B = O ,

则 U
: = O ,

且 由根与系数之关系
:

1 口

叭 +
叭

+ 二

一丁 一万

U
、U 3 “ 一 D

,

。 : “ “ 乙了

n 2 9 2

万
么
( n “ + k

么
)

U 1

1 一 U
3 ’

( 2 6 )

求到
:

。 2

( 日
, 一 U 3 )

‘ = (叭 + 曰 “ ,
‘
一 4 UI

’

曰 3 二 4及厄
一

十
、

拼
、

:
) 。

,

( 2 7 )

( 2 8 )
一扩

�

4k11丫
U 、 = 阴 “

(U : 一 U 。
) = 阴 “ ·

9曰6‘一Z气一2这样
,

椭圆余弦波

:名(二
, : , 别 ) = 阴 2

了4 k
么

/

Cl , 2

丫乏肠
N

2
k

3

2 + 左
2
) 。

3 ( U
, 一 U

3
) (炎% + n z 一 。t )

.

( 2 9 )

由 ( 2 。) 式看出
,

椭圆余弦重力内波的振幅 (此时即 u
,
) 随着波速 望一 的 增加而增

托

加
.

由 (23) 及 ( 2 7 ) 二式看出
,

椭圆余弦重力内波的波长 几也和波速于
成正比

.

这些都是

非线性重力内波的特色
,

也是和观测到的大气
、

海洋 中的现象相一致的
.

所 以也常把 ( 2 8)

式这种包含振幅
、

波速的关系
,

称为非线性重力内波的
“

振幅色散关系
” ,

这正是和线性内

波的频率色散关系不相同的地方
.

由 ( 2 8 ) 及 ( 23 )
、

( 2 7) 式还看出
,

非线性重力内波的振

幅及波长都和N 有关
,

这和 M a 。lo w e 〔6 〕

的结论也一致
,

也和线性内波要求 。 < N 有 很大

差别
.

四
、

简谐波和孤立波

非线性椭圆余弦重力内波 ( 2 2 ) 式有两种特殊情况是值得我们重视的
.
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(~ ) 线性简谐波 (m ‘ 0)

(2 2) 式中当 U
;

、U
:

、 O时
,

这代表椭圆余弦波的振幅是无限小的情

4 卷

况
.

由 (2 5 )

式意味 着 m 、 0
.

由 (2 4 ) 式K ( o )。

即 :

兀

2

,

此时 Ja 。。bi 椭圆余弦函数就化为余弦函 数
,

C 灯( )、 e o : ( (”;。 0 ) (3 0 )

(2 2 ) 式化为
:

, ; (二
, : , , ) = : 。 + (。

: 一 。
:
)。0 0 2

了
N

么
k
“

2 (n
Z + k

“
)。

“
(U

, 一 U
。
) (儿丫 + n 之一 。公)

.

(3 1 )

若用 、二

夸
一

代入 (2 3 ,
,

则
:

了
2、、N

么
k
“

2 + 左
2

(U
, 一 U

3
)

1

2
(3 2 )

故利用三角公式
,

(3 1 ) 式化为
:

1 + e o g

“(戈 , 2 , t) = U Z + 吸U l 一 曰 : ) 一
- - -

一

(儿劣 + 陀之 一 。矛)

2

U
z + U

Z

2

U
, 一 U

:

2
e o : (k戈 + n 之一 。t) (3 3 )

(3 3 ) 式正是线性重力内波的简谐波解
.

且由根与系数关系
,

据 (2 0 ) 式

1 6 )

U I 十 U : 十 U “ = 一 泛
一 一

飞一
,

1 。

故 勺 3

今 一 石一
-

一 L

乙 代

(3 4 )

(3 5 )

(3 5 ) 式代入 (3 2 ) 式就导得 (1 2 ) 式
,

这是理所当然的结果
.

(二) 非线性孤立波 (m o l)

(2 2 ) 式中
,

当 U
: = U

3

时
,

由 (2 5 ) 式 。 , 1
.

这种情况是椭圆余弦波 的 另一种 特

殊情况
.

令 舀” co 时
,

U o U
。 ,

n o o
,

U
产

、 0 ,
U

“

。 o ,

则由(1 5 )
、

(1 6 ) 式定出
:

⋯U0
=

一晶

D =
N 么(n

“ + k
么
)。

么

4 n 么9 2
汽
“

(3 6 )

由 (1 8 ) 式定出
:
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A 二
N

2

4 (n
Z + 壳

2
)

(3 7 )

(3 8 )扩
一

甜
一一一

这样 (1 9 ) 式可表示为
:

U ,2 二 一
ZN

“
庵

(陀
“ + 左

“
)臼

“ (
二 十

一

最
一

)
’

(
口 一剥

,

(3 9 )

即 万 (U ) = O 的三根为
:

u
; 二

命
U

: 一 U
3

一翁
·

(4 0 )

注意到当 。” 1 时
,

椭圆余弦函数化为双曲正割函数
,

即
:

e n ( )、。ee ll ( ) (4 1 )

那 么
,

解 (2 2 ) 式可表示为
:

。 。
‘ 。

N
“ (‘

, “ ,

约

一 厄百 + k g e e h
“

寸 歌
。么丁乎)

‘

k
- 一 L左戈 + n 之一 口 t) (4 2 )

(4 2 ) 式就是非线性孤立重力内波的解
.

跟椭圆余弦波相似
,

孤立波的振幅 和 波速 成 正

比
,

波宽 d 二
扩厄而至不福巧面

-

N k
也和波速成正比

,

和N 成反 比
.

最近
,

李麦村
〔’〕对池线的非线性研究

,

周明煌
〔‘ 。 ’

等对夜晚边界层湍流团块 结 构的

研究
,

都进一步 证实了非线性重力内波的特点
.

五
、

结 论

像海洋和大气这样的层结 (分层) 流体
,

非线性重力内波具有振幅大
、

波长
一

氏
、

传播

速度快等特点
,

波长和N 成正比
.

像大气中的胆线
,

积云都是具有强度大
、

移动快的特点
,

夜间层结稳定 (N 大)
,

观测

到的尺度小的 (波长小 ) 湍流团块
,

都是非线性重力内波的表现
.

非线性重力内波的研究对研究海洋和大气现象
,

对研究湍流都有重要意义
.

关于有速度切变
。 (二 ) 时的重力内波的非线性特点有待进一步研究

.
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